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-I : الدوال الأصلية 

 

 تعريف :

 إذا تحققّ الشرطان التاليان : 𝐼على المجال  𝑓هي دالة أصلية للدالة  𝐹 . نقول إنّ الدالة𝐼دالة عددية معرّفة على مجال  𝑓لتكن 

 𝐹  قابلة للاشتقاق على المجال𝐼 

  من أجل كل𝑥 ∈ 𝐼  :𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

 خواص :

 كل دالة مستمرة على مجال تقبل دالة أصلية على هذا المجال 

  إذا كانت𝐹  دالة أصلية للدالة𝑓  على المجال𝐼  ّصلية للدالة جميع الدوال الأ، فإن𝑓  على معرّفة𝐼         : بما يلي

𝑥 ↦ 𝐹(𝑥) + 𝑘 ; 𝑘 ∈ ℝ 

  توجد دالة أصلية وحيدة𝐹  للدالة𝑓  على المجال𝐼  : تحققّ الشرط𝐹(𝑥0) = 𝑦0  حيث ،𝑥0 ∈ 𝐼  و𝑦0 ∈ ℝ 

  إذا كانت𝐹 و𝐺 تينللدال تينأصلي تيندال 𝑓  و𝑔  ال على المجعلى الترتيب𝐼 : ّفإن ، 

 𝐹 + 𝐺  دالة أصلية للدالة𝑓 + 𝑔  على المجال𝐼 

 𝑘𝐹  دالة أصلية للدالة𝑘𝑓  على المجال𝐼 
 

 :لبعض الدوال المألوفة  جدول الدوال الأصلية

 

 𝐼 المجال 𝐹(𝑥)  الدالة الأصلية 𝑓(𝑥)الدالة 

0 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ ℝ 

𝑘 𝑘𝑥 + 𝑐 ℝ 

𝑥 
1

2
𝑥2 + 𝑐 ℝ 

𝑥𝑛 , 𝑛 ≠ −1 
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐 ℝ 

1

𝑥
 ln|𝑥| + 𝑐 ]0; ;∞−[ أو ]∞+ 0[ 

1

𝑥2
 −

1

𝑥
+ 𝑐 ]0; ;∞−[ أو ]∞+ 0[ 

1

𝑥𝑛
 , 𝑛 ≠ 1  −

1

(𝑛 − 1)𝑥𝑛−1
+ 𝑐 ]0; ;∞−[ أو ]∞+ 0[ 

1

√𝑥
 2√𝑥 + 𝑐 ]0; +∞[ 

sin 𝑥 −cos 𝑥 + 𝑐 ℝ 

cos 𝑥 sin 𝑥 + 𝑐 ℝ 

1 + tan2 𝑥 tan 𝑥 + 𝑐 ]−
𝜋

2
+ 𝑘𝜋;

𝜋

2
+ 𝑘𝜋[ 

𝑒𝑥 𝑒𝑥 + 𝑐 ℝ 
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 الدوال الأصلية :استعمال صيغ الاشتقاق لتحديد بعض 
 

 𝐹(𝑥)  الدالة الأصلية 𝑓(𝑥)الدالة 

𝑢′ + 𝑣′ 𝑢 + 𝑣 + 𝑐 

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 𝑢𝑣 + 𝑐 

𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
 

𝑢

𝑣
− 𝑐 

𝑢′. 𝑢𝑛 
𝑢𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐 

𝑢′

𝑢
 ln|𝑢| + 𝑐 

𝑢′

𝑢2
 −

1

𝑢
+ 𝑐 

𝑢′

√𝑢
 2√𝑢 + 𝑐 

𝑢′𝑒𝑢 𝑒𝑢 + 𝑐 

cos(𝑎𝑥 + 𝑏) 
1

𝑎
sin(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑐 

sin(𝑎𝑥 + 𝑏) −
1

𝑎
cos(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑐 

 

 أمثلة على حساب الدوال الأصلية :

 المجموعة الأولى :

1) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 ⇒ 𝐹(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) = 10𝑥4 + 6𝑥3 − 1 ⇒ 𝐹(𝑥) = 10 (
𝑥5

5
) + 6(

𝑥4

4
) − 𝑥 + 𝑐 = 2𝑥5 +

3

2
𝑥4 − 𝑥 + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 + 3) = 𝑥2 + 2𝑥 − 3 ⇒ 𝐹(𝑥) =
1

3
𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 + 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2
− 𝑥2 ⇒ 𝐹(𝑥) = −

1

𝑥
−
1

3
𝑥3 + 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) = −
4

3𝑥5
= −

4

3
𝑥−5 ⇒ 𝐹(𝑥) = −

4

3
(
𝑥−4

−4
) + 𝑐 =

1

3𝑥4
+ 𝑐  

6) 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

√𝑥
⇒ 𝐹(𝑥) =

1

2
𝑥2 + 2√𝑥 + 𝑐  

7) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 − 2 cos 𝑥 ⇒ 𝐹(𝑥) = −cos 𝑥 − 2 sin 𝑥 + 𝑐  

 

.′𝒖من الشكل  المجموعة الثانية : 𝒖𝒏 

1) 𝑓(𝑥) = 3⏟
𝑢′

(3𝑥 + 1)⏟      
𝑢

4
⇒ 𝐹(𝑥) =

(3𝑥 + 1)5

5
+ 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) = 16(4𝑥 − 1)3 = 4 × 4⏟
𝑢′

(4𝑥 − 1)⏟      
𝑢

3
⇒ 𝐹(𝑥) = 4

(4𝑥 − 1)4

4
+ 𝑐 = (4𝑥 − 1)4 + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 7)6 =
1

2
× 2⏟
𝑢′

(2𝑥 + 7)⏟      
𝑢

6
⇒ 𝐹(𝑥) =

1

2
×
(2𝑥 + 7)7

7
+ 𝑐 =

(2𝑥 + 7)7

14
+ 𝑐  
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4) 𝑓(𝑥) = (6𝑥 − 2)⏟      
𝑢′

(3𝑥2 − 2𝑥 + 3)⏟          
𝑢

5
⇒ 𝐹(𝑥) =

(3𝑥2 − 2𝑥 + 3)6

6
+ 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2
(1 +

1

𝑥
)
4

= −[−
1

𝑥2⏟
𝑢′

(1 +
1

𝑥
)

⏟    
𝑢

4

] ⇒ 𝐹(𝑥) = −
1

5
(1 +

1

𝑥
)
5

+ 𝑐  

6) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥⏟
𝑢

. cos 𝑥⏟
𝑢′

⇒ 𝐹(𝑥) =
1

2
sin2 𝑥 + 𝑐  

 

من الشكل  المجموعة الثالثة :
𝒖′

𝒖𝟐
 

1) 𝑓(𝑥) =
4

(1 + 4𝑥)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

⇒ 𝐹(𝑥) = −
1

1 + 4𝑥
+ 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) =
6

(2𝑥 + 1)2
= 3

2

(2𝑥 + 1)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

⇒ 𝐹(𝑥) = −
3

2𝑥 + 1
+ 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) =
1

(4𝑥 + 3)2
=
1

4
×

4

(4𝑥 + 3)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

⇒ 𝐹(𝑥) = −
1

4(4𝑥 + 3)
+ 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) =
−1

(2 − 𝑥)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

⇒ 𝐹(𝑥) = −
1

2 − 𝑥
+ 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) =
2

(4 − 3𝑥)2
= −

2

3
×

−3

(4 − 3𝑥)2
→ 𝑢′

→ 𝑢2
⇒ 𝐹(𝑥) = −

2

3
(−

1

4 − 3𝑥
) =

2

3(4 − 3𝑥)
+ 𝑐  

6) 𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

(𝑥2 + 𝑥 + 1)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

⇒ 𝐹(𝑥) = −
1

𝑥2 + 𝑥 + 1
+ 𝑐  

7) 𝑓(𝑥) =
4𝑥 − 10

(𝑥2 − 5𝑥 + 6)2
= 2 ×

2𝑥 − 5

(𝑥2 − 5𝑥 + 6)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

⇒ 𝐹(𝑥) = −
2

𝑥2 − 5𝑥 + 6
+ 𝑐  

8) 𝑓(𝑥) =
cos 𝑥

sin2 𝑥
→ 𝑢′
→ 𝑢2

⇒ 𝐹(𝑥) = −
1

sin 𝑥
+ 𝑐  

9) 𝑓(𝑥) =
sin 𝑥

cos2 𝑥
= −

− sin 𝑥

cos2 𝑥
→ 𝑢′
→ 𝑢2

⇒ 𝐹(𝑥) =
1

cos 𝑥
+ 𝑐  

 

من الشكل  المجموعة الرابعة :
𝒖′

√𝒖
 

1) 𝑓(𝑥) =
3

√3𝑥 + 2

→ 𝑢′
→ √𝑢

⇒ 𝐹(𝑥) = 2√3𝑥 + 2 + 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) =
2

√2 − 5𝑥
= −

2

5
×

−5

√2 − 5𝑥

→ 𝑢′

→ √𝑢
⇒ 𝐹(𝑥) = −

2

5
× 2√2 − 5𝑥 + 𝑐 = −

4

5
√2 − 5𝑥 + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) =
1

√2𝑥 − 3
=
1

2
×

2

√2𝑥 − 3

→ 𝑢′
→ √𝑢

⇒ 𝐹(𝑥) =
1

2
× 2√2𝑥 − 3 + 𝑐 = √2𝑥 − 3 + 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

√𝑥2 + 𝑥 + 1

→ 𝑢′
→ √𝑢

⇒ 𝐹(𝑥) = 2√𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) =
𝑥

√𝑥2 − 1
=
1

2
×

2𝑥

√𝑥2 − 1

→ 𝑢′
→ √𝑢

⇒ 𝐹(𝑥) =
1

2
× 2√𝑥2 − 1 + 𝑐 = √𝑥2 − 1 + 𝑐  

6) 𝑓(𝑥) =
cos 𝑥

√2 + sin 𝑥

→ 𝑢′
→ √𝑢

⇒ 𝐹(𝑥) = 2√2 + sin 𝑥 + 𝑐  
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من الشكل  المجموعة الخامسة :
𝒖′

𝒖
 

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 5𝑥 +
1

𝑥
⇒ 𝐹(𝑥) =

1

3
𝑥3 −

5

2
𝑥2 + ln|𝑥| + 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥
= 𝑥 + 1 +

1

𝑥
⇒ 𝐹(𝑥) =

1

2
𝑥2 + 𝑥 + ln|𝑥| + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) =
7

𝑥
+
5

√𝑥
+
1

𝑥2
⇒ 𝐹(𝑥) = 7 ln|𝑥| + 10√𝑥 −

1

𝑥
+ 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) =
3

3𝑥 − 4
⇒ 𝐹(𝑥) = ln|3𝑥 − 4| + 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥 + 1
; 𝐼 = ]−∞;−1[  ⇒ 𝐹(𝑥) = ln |𝑥 + 1⏟  

<0

| + 𝑐 = ln(−𝑥 − 1) + 𝑐  

6) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥 + 1
; 𝐼 = ]−1;+∞[  ⇒ 𝐹(𝑥) = ln |𝑥 + 1⏟  

>0

| + 𝑐 = ln(𝑥 + 1) + 𝑐  

7) 𝑓(𝑥) =
2𝑥

𝑥2 − 4
; 𝐼 = ]−∞;−2[ ⇒ 𝐹(𝑥) = ln |𝑥2 − 4⏟  

>0

| + 𝑐 = ln(𝑥2 − 4) + 𝑐  

8) 𝑓(𝑥) =
1

3𝑥 − 5
=
1

3
×

3

3𝑥 − 5
; 𝐼 = [2;+∞[ ⇒ 𝐹(𝑥) =

1

3
ln |3𝑥 − 5⏟  

>0

| + 𝑐 =
1

3
ln(3𝑥 − 5) + 𝑐  

9) 𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥2 + 2𝑥 + 2
=
1

2
×

2(𝑥 + 1)

𝑥2 + 2𝑥 + 2
⇒ 𝐹(𝑥) =

1

2
ln |𝑥2 + 2𝑥 + 2⏟        

>0

| + 𝑐

=
1

2
ln(𝑥2 + 2𝑥 + 2) + 𝑐  

10) 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 − 1
=
1

2
×

2𝑥

𝑥2 − 1
; 𝐼 = ]−1; 1[ ⇒ 𝐹(𝑥) =

1

2
ln |𝑥2 − 1⏟  

<0

| + 𝑐 =
1

2
ln(1 − 𝑥2) + 𝑐  

11) 𝑓(𝑥) =
cos 𝑥

sin 𝑥
; 𝐼 = ]0;

𝜋

2
[ ⇒ 𝐹(𝑥) = ln |sin 𝑥⏟

>0

| + 𝑐 = ln(sin 𝑥) + 𝑐  

12) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥 ln 𝑥
=

1
𝑥
ln 𝑥

; 𝐼 = ]1;+∞[ ⇒ 𝐹(𝑥) = ln |ln 𝑥⏟
>0

| + 𝑐 = ln(ln 𝑥) + 𝑐  

13) 𝑓(𝑥) = tan 𝑥 =
sin 𝑥

cos 𝑥
= −

−sin 𝑥

cos 𝑥
; 𝐼 = ]

𝜋

2
; 𝜋[ ⇒ 𝐹(𝑥) = − ln |cos 𝑥⏟

<0

| + 𝑐 = − ln(− cos 𝑥) + 𝑐  

 

.′𝒖المجموعة السادسة : من الشكل  𝒆𝒖 

1) 𝑓(𝑥) =
1

4
𝑒𝑥 ⇒ 𝐹(𝑥) =

1

4
𝑒𝑥 + 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 = −(−𝑒−𝑥) ⇒ 𝐹(𝑥) = −𝑒−𝑥 + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥+3 =
1

2
(2𝑒2𝑥+3) ⇒ 𝐹(𝑥) =

1

2
𝑒2𝑥+3 + 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥
2
=
1

2
(2𝑥𝑒𝑥

2
) ⇒ 𝐹(𝑥) =

1

2
𝑒𝑥

2
+ 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
→ 𝑢′
→ 𝑢

⇒ 𝐹(𝑥) = ln |𝑒𝑥 + 1⏟  
>0

| + 𝑐 = 𝐹(𝑥) = ln(𝑒𝑥 + 1) + 𝑐  
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-II  الحساب التكاملي: 

 : تعريف .1

;𝑎]على مجال مستمرة دالة  𝑓لتكن  𝑏] و𝐹  دالة أصلية للدالة𝑓  على المجال[𝑎; 𝑏].  تكامل الدالة𝑓  من𝑎  إلى𝑏  هو العدد

 الحقيقي :

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 خواص التكامل : .2

 : الخطّية 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎

= 0 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

 

∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 ; 𝑘 ∈ ℝ 

∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 : علاقة شال 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

 

 :التكامل والترتيب  .3

∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]: 𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ 0 

∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]: 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ⇒ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 :القيمة المتوسطة  .4

  لتكن𝑓  دالة مستمرة على مجال[𝑎; 𝑏] القيمة المتوسطة للدالة .𝑓  على المجال[𝑎; 𝑏]  : هي العدد الحقيقي 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

  إذا وُجد عددان حقيقيان𝑚  و𝑀 أجل كل  بحيث من𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]  ،𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 : ّفإن 

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

 :بالتجزئة  ةكاملمال .5

;𝑎]على مجال قابلتين للاشتقاق  تيندال 𝑔و  𝑓لتكن  𝑏]  بحيث تكون𝑓′ و𝑔′  مجال العلى مستمرتين[𝑎; 𝑏]  

∫ 𝑓′(𝑥). 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= [𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)]𝑎
𝑏 −∫ 𝑓(𝑥). 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 أمثلة على الحساب التكاملي :

1) ∫ (𝑥 − 4)𝑑𝑥
3

0

= [
1

2
𝑥2 − 4𝑥]

0

3

=
9

2
− 12 = −

15

2
 

2) ∫ (2𝑥 − 1 +
1

𝑥2
)𝑑𝑥

2

1

= [𝑥2 − 𝑥 −
1

𝑥
]
1

2

= (4 − 2 −
1

2
) − (1 − 1 − 1) =

3

2
+ 1 =

5

2
 

3) ∫
2

(2𝑥 + 3)2
𝑑𝑥

1

−1

= [−
1

2𝑥 + 3
]
−1

1

= −
1

5
− (−1) = −

1

5
+ 1 =

4

5
 (
𝑢′

𝑢2
 (من الشكل 
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4) ∫
𝑑𝑥

(4 − 3𝑥)2

4

2

= −
1

3
∫

−3

(4 − 3𝑥)2

4

2

𝑑𝑥 = −
1

3
[−

1

4 − 3𝑥
]
2

4

= −
1

3
[
1

3𝑥 − 4
]
2

4

= −
1

3
(
1

8
−
1

2
) =

1

8
 

5) ∫
𝑑𝑥

√4 − 2𝑥

−1

1

= −
1

2
∫

−2

√4 − 2𝑥

−1

1

𝑑𝑥 = −
1

2
[2√4 − 2𝑥]

1

−1
= [√4 − 2𝑥]

−1

1
= √2 − √6  

6) ∫
𝑑𝑥

𝑥 + 1

2

0

= [ln |𝑥 + 1⏟  
>0

|]

0

2

= [ln(𝑥 + 1)]0
2 = ln 3 − ln 1 = ln 3  

7) ∫
3

𝑥 + 2
𝑑𝑥

−3

−4

= 3∫
1

𝑥 + 2
𝑑𝑥

−3

−4

= 3 [ln |𝑥 + 2⏟  
<0

|]

−4

−3

= 3[ln(−𝑥 − 2)]−4
−3 = 3(ln 1 − ln 2) = −3 ln 2  

8) ∫
𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥2
𝑑𝑥

2

1

= ∫ (1 +
1

𝑥
−
2

𝑥2
) 𝑑𝑥

2

1

= [𝑥 + ln|𝑥| +
2

𝑥
]
1

2

= 3 + ln 2 − 3 = ln 2  

9) ∫ (
1

4
+

1

2 − 𝑥
−

4

𝑥 + 2
)𝑑𝑥

4

3

= [
1

4
𝑥 − ln|2 − 𝑥| − 4 ln|𝑥 + 2|]

3

4

= (1 − ln 2 − 4 ln 6) − (
3

4
− ln 1 − 4 ln 5) =

1

4
− ln 2 − 4 ln 6 + 4 ln 5  

10) ∫ −𝑒−𝑥𝑑𝑥
5

2

= [𝑒−𝑥]2
5 = 𝑒−5 − 𝑒−2  

11) ∫ (𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 − 3)𝑑𝑥
1

2

= −∫ (𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 − 3)𝑑𝑥
2

1

= −[
1

2
𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 − 3𝑥]

1

2

= −(
1

2
𝑒4 + 2𝑒2 − 6) + (

1

2
𝑒2 + 2𝑒 − 3) = −

1

2
𝑒4 −

3

2
𝑒2 + 2𝑒 + 3  

12) ∫ 𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 3)𝑑𝑥
ln10

ln3

= [
(𝑒𝑥 − 3)2

2
]
ln 3

ln10

=
49

2
− 0 =

49

2
 (𝑢′. 𝑢 من الشكل) 

13) ∫
𝑒−𝑥 − 2

𝑒𝑥
𝑑𝑥

1

0

= −∫ −𝑒−𝑥(𝑒−𝑥 − 2)𝑑𝑥
1

0

= −[
(𝑒−𝑥 − 2)2

2
]
0

1

= −
(𝑒−1 − 2)2

2
+
1

2
 

14) ∫
ln(1 − 𝑥)

𝑥 − 1
𝑑𝑥

0

−1

= −∫
1

𝑥 − 1
ln(1 − 𝑥) 𝑑𝑥

0

−1

= − [
ln2|1 − 𝑥|

2
]
−1

0

= 0 +
ln2(2)

2
=
ln2(2)

2
 

15) ∫ |𝑥 − 2|𝑑𝑥
3

0

= ∫ (−𝑥 + 2)𝑑𝑥
2

0

+∫ (𝑥 − 2)𝑑𝑥
3

2

= [−
1

2
𝑥2 + 2𝑥]

0

2

+ [
1

2
𝑥2 − 2𝑥]

2

3

= 2 + (−
3

2
+ 2) =

5

2
 

16) ∫ cos 𝑥 sin2 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
3

0

= [
sin3 𝑥

3
]
0

𝜋
3

=

(
√3
2 )

3

3
=
√3

2
 

17) ∫ (𝑥 + 3)𝑒𝑥𝑑𝑥
0

−2

; 𝑢 = 𝑥 + 3 ⇒ 𝑢′ = 1 ; 𝑣′ = 𝑒𝑥 ⇒ 𝑣 = 𝑒𝑥 

∫ (𝑥 + 3)𝑒𝑥𝑑𝑥
0

−2

= [(𝑥 + 3)𝑒𝑥]−2
0 −∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥

0

−2

= [(𝑥 + 3)𝑒𝑥]−2
0 − [𝑒𝑥]−2

0 = [(𝑥 + 2)𝑒𝑥]−2
0 = 2  

18) ∫ (𝑥 + 1) sin 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

; 𝑢 = 𝑥 + 1 ⇒ 𝑢′ = 1 ; 𝑣′ = sin 𝑥 ⇒ 𝑣 = −cos 𝑥 

∫ (𝑥 + 1) sin 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

= [−(𝑥 + 1) cos 𝑥]0
𝜋 −∫ −cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

= [−(𝑥 + 1) cos 𝑥]0
𝜋 + [sin 𝑥]0

𝜋 

= 𝜋 + 2  
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19) ∫ 𝑥√1 − 𝑥𝑑𝑥
1

0

= ∫ 𝑥(1 − 𝑥)
1
2𝑑𝑥

1

0

; 𝑢 = 𝑥 ⇒ 𝑢′ = 1 ; 𝑣′ = (1 − 𝑥)
1
2 ⇒ 𝑣 = −

2

3
(1 − 𝑥)

3
2 

∫ 𝑥√1 − 𝑥𝑑𝑥
1

0

= [−
2

3
𝑥(1 − 𝑥)

3
2]
0

1

−∫ −
2

3
(1 − 𝑥)

3
2𝑑𝑥

𝜋

0

= [−
2

3
𝑥(1 − 𝑥)

3
2]
0

1

+ [
4

15
(1 − 𝑥)

5
2]
0

1

=
4

15
 

20) ∫ ln (
𝑥

𝑥 + 1
)𝑑𝑥

2

1

; 𝑢 = ln (
𝑥

𝑥 + 1
) ⇒ 𝑢′ =

1

𝑥(𝑥 + 1)
 ; 𝑣′ = 1 ⇒ 𝑣 = 𝑥 

∫ ln (
𝑥

𝑥 + 1
) 𝑑𝑥

2

1

= [𝑥 ln (
𝑥

𝑥 + 1
)]
1

2

−∫
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

2

1

= [𝑥 ln (
𝑥

𝑥 + 1
)]
1

2

− [ln|𝑥 + 1|]1
2 

= 2 ln
2

3
− ln

1

2
− ln 3 + ln 2 = 2 ln 2 − 2 ln 3 + 2 ln 2 − ln 3 = 4 ln 2 − 3 ln 3  

21) ∫ (2𝑥2 + 3𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥
0

−1

; 𝑢1 = 2𝑥
2 + 3𝑥 ⇒ 𝑢1

′ = 4𝑥 + 3 ; 𝑣1
′ = 𝑒−𝑥 ⇒ 𝑣1 = −𝑒

−𝑥 

∫ (2𝑥2 + 3𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥
0

−1⏟              
𝐼

= −[(2𝑥2 + 3𝑥)𝑒−𝑥]−1
0 −∫ −(4𝑥 + 3)𝑒−𝑥𝑑𝑥

0

−1⏟            
𝐽

 

𝑢2 = 4𝑥 + 3 ⇒ 𝑢2
′ = 4 ; 𝑣2

′ = −𝑒−𝑥 ⇒ 𝑣2 = 𝑒
−𝑥 

𝐽 = [(4𝑥 + 3)𝑒−𝑥]−1
0 − 4∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥

0

−1

= [(4𝑥 + 3)𝑒−𝑥]−1
0 + 4[𝑒−𝑥]−1

0 = 7 − 3𝑒 

𝐼 = −[(2𝑥2 + 3𝑥)𝑒−𝑥]−1
0 − (7 − 3𝑒) = −𝑒 − 7 + 3𝑒 = 2𝑒 − 7  

22) ∫ (ln 𝑥)2𝑑𝑥
𝑒

1

; 𝑢1 = (ln 𝑥)
2 ⇒ 𝑢1

′ =
2 ln 𝑥

𝑥
 ; 𝑣1

′ = 1 ⇒ 𝑣1 = 𝑥 

∫ (ln 𝑥)2𝑑𝑥
𝑒

1⏟        
𝐼

= [𝑥(ln 𝑥)2]1
𝑒 − 2∫ ln 𝑥 𝑑𝑥

𝑒

1⏟      
𝐽

 

𝑢2 = ln 𝑥 ⇒ 𝑢2
′ =

1

𝑥
 ; 𝑣2

′ = 1 ⇒ 𝑣2 = 𝑥 

𝐽 = [𝑥 ln 𝑥]1
𝑒 −∫ 𝑑𝑥

𝑒

1

= [𝑥 ln 𝑥]1
𝑒 − [𝑥]1

𝑒 = 𝑒 − (𝑒 − 1) = 1 

𝐼 = [𝑥(ln 𝑥)2]1
𝑒 − 2 = 𝑒 − 2  

-III  حساب المساحات: 

 :وحدة المساحة  .1

;𝑂)وحدة المساحة في مستوي منسوب إلى معلم متعامد  𝑖 , 𝑗 )  المحددّ بالنقطة  الرباعيهي مساحة𝑂  والشعاعين𝑖   و𝑗  

1𝑢. 𝐴 = ‖𝑖 ‖ × ‖𝑗 ‖ 
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 :حساب مساحة حيزّ  .2

  لتكن𝑓  دالة مستمرة على مجال[𝑎; 𝑏].  مساحة الحيزّ المحصور بين المنحنى) fC( محور الفواصل ،

𝑥والمستقيمين اللذين معادلتاهما :  = 𝑎   و𝑥 = 𝑏 ي ه: 

(∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

  لتكن𝑓  و𝑔 على مجال  تينمستمر تيندال[𝑎; 𝑏].  مساحة الحيزّ المحصور بين المنحنيين) fC(  و) gC(  محور ،

𝑥الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما :  = 𝑎   و𝑥 = 𝑏 ي ه: 

(∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

 :حالات خاصة  .3

 مساحة الحيزّ الرمادي في الرسم ملاحظات الرسم

 

𝑓  مجال العلى موجبة[𝑎; 𝑏] (∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

 

𝑓  مجال العلى سالبة[𝑎; 𝑏] (∫ −𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

 

𝑓  مجال العلى موجبة[𝑎; 𝑐] 

;𝑐]مجال العلى  وسالبة 𝑏] 
(∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎

+∫ −𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

)𝑢. 𝐴 

 

) fC(  فوق) gC(  مجال العلى

[𝑎; 𝑏] 
(∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

 

) fC(  فوق) gC(  مجال العلى

[𝑎; 𝑐] و) fC(  تحت) gC(  

;𝑐] المجالعلى  𝑏] 
(

 
 
∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+∫ [𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑐 )

 
 
𝑢. 𝐴 

) gC( 

) fC( 

) fC( 

) fC( 

) fC( 

) gC( 

) fC( 
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 :حساب الحجوم  .4

;𝑎]مجال  دورة كاملة في حول محور الفواصل )fC (حجم المجسّم المولّد بدوران المنحنى  𝑏] : هو 

𝑉 = [∫ 𝜋(𝑓(𝑥))
2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 𝑢. 𝑣 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ل على حساب المساحات :امث

𝑓(𝑥)كما يلي :  ℝالمعرّفة على  𝑓لتكن الدالة  = {
𝑥2−2𝑥−3

2
 ; 𝑥 ≥ −1

𝑥𝑒𝑥+1 + 1 ; 𝑥 ≤ −1
 تمثيلها البياني المبينّ أسفله. )fC (وليكن  

 لحيزّ المظلل في الشكل.احسب مساحة ا
 

 
 

𝐴 = ∫ (𝑥𝑒𝑥+1 + 1)𝑑𝑥
−1

−4⏟            
𝐼

−∫ (
1

2
𝑥2 − 𝑥 −

3

2
)𝑑𝑥

3

−1⏟              
𝐽

 

𝐼 = ∫ (𝑥𝑒𝑥+1 + 1)𝑑𝑥
−1

−4

= ∫ 𝑥𝑒𝑥+1𝑑𝑥
−1

−4

+∫ 𝑑𝑥
−1

−4

;  𝑢 = 𝑥 ⇒ 𝑢′ = 1 ;  𝑣′ = 𝑒𝑥+1 ⇒ 𝑣 = 𝑒𝑥+1 

𝐼 = [𝑥𝑒𝑥+1]−4
−1 −∫ 𝑒𝑥+1𝑑𝑥

−1

−4

+ [𝑥]−4
−1 = [𝑥𝑒𝑥+1]−4

−1 − [𝑒𝑥+1]−4
−1 + [𝑥]−4

−1 = [(𝑥 − 1)𝑒𝑥+1 + 𝑥]−4
−1

= 5𝑒−3 + 1 

𝐽 = ∫ (
1

2
𝑥2 − 𝑥 −

3

2
) 𝑑𝑥

3

−1

= [
1

6
𝑥3 +

1

2
𝑥2 −

3

2
𝑥]
−1

3

= −
16

3
 

𝐴 = 𝐼 − 𝐽 = 5𝑒−3 + 1 +
16

3
= 5𝑒−3 +

19

3
 𝑢. 𝑎  

 

 

 

 

  

) fC( 


