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قبلية مكȘسبات | 1

الشه؈فة المتطابقات 1 .1
b و a حقيق؈ن عددين لɢل

الثالثة الدرجة متطابقاتمن الثانية الدرجة متطابقاتمن

(a +b)3 = a3 +3a2b +3ab2 +b3 (a +b)2 = a2 +2ab +b2

(a −b)3 = a3 −3a2b +3ab2 −b3 (a −b)2 = a2 −2ab +b2

a3 −b3 = (a −b)(a2 +ab +b2) a2 −b2 = (a −b)(a +b)

a3 +b3 = (a +b)(a2 −ab +b2)

R ʏࡩ اݍݰساب 2 .1

a
b
c
d

= a

b
× d

c

a

b
× c

d
= ac

bd

a

b
+ c

d
= ad +bc

bd

المطلقة خواصالقيمة 3 .1
حقيقيان. عددان y و x لتكن

p
x2 = |x| |−x| = |x| |x| ≥ 0

|x + y | ≤ |x|+ |y | y 6= 0 مع
∣∣∣∣ x

y

∣∣∣∣= |x|
|y | |x × y | = |x|× |y |

|x −a| =


x −a; x ≥ a

−x +a; x ≤ a
|x +a| =


x +a; x ≥−a

−x −a; x ≤−a
|x| =


x; x ≥ 0

−x; x ≤ 0

−r ≤ x ≤ r معناه |x| ≤ r x =−y او x = y معناه |x| = |y | معناه |x| = r

x =−r او x = r

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد5رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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خواصاݍݨذور 4 .1
ɲسȎيان. عددانܵݰيحان n و m معدوم؈ن، غ؈ف حقيقيان عددان b و a

و a ≥ 0 اجل من
√

a

b
=

p
ap
b

b > 0

b و a اجل pمن
ab =p

a ×p
b

موجبان

p
a2 = |a|

p
a +b 6= p

a +p
b : شاǿعة اخطاء

الܶݰيحة خواصالقوى 5 .1

1

an = a−n an

am = an−m an ×am = an+m

( a

b

)n
= an

bn an ×bn = (ab)n (an)m = anm

اݍݰصر قواعد 6 .1
تماما. موجبة حقيقية اعداد d و c ، b ، a لتكن

ال خاصية

قسمة ضرب طرح جمع
a ≤ x ≤ b

a

d
≤ x

y
≤ b

c
a × c ≤ x × y ≤ b ×d a −d ≤ x − y ≤ b − c a + c ≤ x + y ≤ b +d c ≤ y ≤ d

ʄالاوڲ الدرجة من حدود كث؈ف اشارة 7 .1
: ɠالاȖي نݏݵصالنتائج و ax +b = 0 المعادلة R ʏࢭ نحل ، (a 6= 0) حيث ax +b العبارة اشارة لدراسة

x

ax +b

−∞ −b

a
+∞

(−a)اشارة 0 aاشارة

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد6رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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الثانية الدرجة من حدود كث؈ف تحليل و اشارة 8 .1
a 6= 0 حيث P (x) = ax2 +bc + c التالية: x اݝݨهول ذات الثانية الدرجة من المعادلة ɲعت؄ف

الثانية. الدرجة من اݍݰدود ثلاȜي مم؈ق ∆= b2 −4ac العدد ʇس׿ܢ

P (x)تحليل P (x) = 0 المعادلة حلول P (x) اشارة ɠان اذا

a(x −x1)(x −x2)
: هما متمايزʈن حل؈ن تقبل المعادلة

x2 = −b +p
∆

2a
، x1 = −b −p

∆

2a

x

P (x)

−∞ x1 x2 +∞
aاشارة 0 −aاشارة 0 aاشارة

∆> 0

a(x −x0)2 x0 = −b

2a
: مضاعف حل تقبل المعادلة

x

P (x)

−∞ x0 +∞
aاشارة 0 aاشارة

∆= 0

تحليل يوجد لا R ʏࢭ حل لʋسللمعادلة

x

P (x)

−∞ +∞
aاشارة

∆< 0

الثانية الدرجة من معادلة ʏحڴ جداء و مجموع 9 .1
: فان ∆≥ 0 الثانية الدرجة من معادلة مم؈ق ɠان اذا

x1 +x2 = −b −p
∆

2a
+ −b +p

∆

2a
=−b

a

x1 ×x2 = −b −p
∆

2a
× −b +p

∆

2a
= c

a

P بالرمز لݏݨداء و S بالرمز للمجموع نرمز

S =−b

a
P = c

a

تطبيقات
احد علم اذا الاخر بمعرفة اݍݰل؈ن احد حساب ■
باستعمال ذلك و الاخر اݍݨذر حساب يمكن اݍݨذرʈن

P او S اݝݨموع

جداؤهما و مجموعهما علم عددين Ȗعي؈ن ■

جداؤهما و مجموعهما علم عددين حساب يمكن
x2 −Sx +P = 0 : العلاقة باستعمال

الثانية الدرجة من معادلة ʏحڴ اشارة Ȗعي؈ن ■

( ax2 +bx + c = 0 )

فان ɠان اذا

مختلفتان اشارٮڈما حل؈ن تقبل المعادلة c

a
< 0

تماما موجب؈ن حل؈ن تقبل المعادلة −b

a
> 0 و

c

a
> 0

تماما سالب؈ن حل؈ن تقبل المعادلة −b

a
< 0 و

ال؅فبيع معادلاتمضاعفات 10 .1
اڲʄحل ax4 +bx2 + c = 0 ال؅فبيع المعادلةمضاعفة يؤولحل

X = x2

aX 2 +bX + c = 0
اݍݨملة

المعادلة ʏࢭ Ȗعوʈضهما يجب X2 و X1 قيمة ايجاد عند
.x قيم لايجاد X = x2

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد7رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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حدود كث؈ف جذر 11 .1
p. لʋس و حل به ɲعۚܣ جذر هنا

f (α) = 0 ʇعۚܣ f اݍݰدود لكث؈ف جذر α العدد

حدود كث؈ف تحليل 12 .1

f (x) = (x −α)g (x) بحيث g حدود كث؈ف يوجد فانه f اݍݰدود لكث؈ف جذر α ɠان اذا

حدود كث؈ف تحليل طرق 13 .1
(المطابقة) 1 طرʈقة

: ʏالتاڲ الشɢل ʄعڴ f كتابة يمكن ومنه f لـ جذر هو 2 . f (x) = 2x3 −x2 −14x +16 لتكن
a = 2

b −2a =−1

c −2b =−14

: بالمطابقةنجد ax3 + (b −2a)x2 + (c −2b)x −2c : بالɴشرنجد ، 2x3 −x2 −14x +16 = (x −2)(ax2 +bx + c)

f (x) = (x −2)(2x2 +3x −8) : اذن b = 3 و c =−8 ، a = 2 : ومنه

الاقليدية) (القسمة 2 طرʈقة
2x3 −x2 −14x +16 x −2

2x2 +3x −8−2x3 +4x2

3x2 −14x

−3x2 +6x

−8x +16

8x −16

0

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد8رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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الٔڈايات - Ȗعرʈفدالة مجموعة | 2

Ȗعرʈفدالة مجموعة 1 .2

f Ȗعرʈفالدالة مجموعة : ʏيڴ بما معرفة x حقيقي لمتغ؈ف عددية دالة f

D f =R f (x) = p(x)

D f =
{

x ∈R/q(x) 6= 0
}

f (x) = p(x)

q(x)

D f =
{

x ∈R/p(x) ≥ 0
}

f (x) =√
p(x)

D f =
{

x ∈R/q(x) > 0
}

f (x) = p(x)√
q(x)

D f =
{

x ∈R/p(x) ≥ 0; q(x) > 0
}

f (x) =
√

p(x)√
q(x)

D f =
{

x ∈R/
p(x)

q(x)
≥ 0; q(x) 6= 0

}
f (x) =

√
p(x)

q(x)

الٔڈايات ʄعڴ عمليات 2 .2
f

g
g f

l

l ′
l ′ 6= 0 l

∞ 0 l ′ 6= 0

0 ∞ l

ح.ع.ت 0 0

ح.ع.ت ∞ ∞

f × g g f

l l ′ l ′ l

∞ ∞ l 6= 0

∞ ∞ ∞
ح.ع.ت ∞ 0

f + g g f

l + l ′ l ′ l

∞ ∞ l

+∞ +∞ +∞
−∞ −∞ −∞

ح.ع.ت −∞ +∞

ملاحظات
−∞ او +∞ اما ∞Ȗعۚܣ ■

"∞∞ و 0

0
، 0×∞ ، +∞−∞ " ʏۂ و التعي؈ن بحالاتعدم خاصة الملونة اݍݵانات ■

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد9رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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المرجعية Ȋعضالدوال ٰڈاية 3 .2
n ∈N∗

lim
x

>→0

1

x
=+∞ lim

x
<→0

1

x
=−∞ lim

x→+∞
1

x
= 0+ lim

x→−∞
1

x
= 0− مقلوب الدالة

lim
x

<→a

1p
a −x

=+∞ lim
x

>→a

1p
x −a

=+∞ lim
x→+∞

1p
x
= 0+ lim

x→+∞
p

x =+∞ جذر الدالة

lim
x→±∞

1

xn = 0 فردي n مع lim
x→−∞xn =−∞ ʏزوڊ n مع lim

x→−∞xn =+∞ lim
x→+∞xn =+∞ xn الدالة

ازالْڈا طرق و التعي؈ن حالاتعدم 4 .2

+∞−∞ 0×∞ ∞
∞

0

0
التعي؈ن حالاتعدم

0

∞ = 0
l

∞ = 0
∞
0

=∞ l

0
=∞ التعي؈ن يمكن حالات

المثلثية الدوال ٰڈاية 5 .2

lim
x→0

1−cos x

x
= 0 lim

x→0

sinαx

βx
= α

β
lim
x→0

1−cos x

x2 = 1

2
lim
x→0

tan x

x
= 1 lim

x→0

sin x

x
= 1

الٔڈايات ʏࡩ م؄فهنات 6 .2

. f = v ◦u حيث دوال f و v ، u .−∞ او +∞ او حقيقية اعداد تمثل c و b ، a ال؅فكيب م؄فهنة

lim
x→a

f (x) = c فان lim
x→b

v(x) = c ɠانت اذا و lim
x→a

u(x) = b ɠانت اذا

u(x) ≤ f (x) ≤ v(x)

lim
x→a

u(x) = l

lim
x→a

v(x) = l


⇒ lim

x→a
f (x) = l اݍݰصر م؄فهنة

f (x) ≤ g (x)

lim
x→a

g (x) =−∞

⇒ lim
x→a

f (x) =−∞ •
f (x) ≥ g (x)

lim
x→a

g (x) =+∞

⇒ lim
x→a

f (x) =+∞ • المقارنة م؄فهنة

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد10رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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المقارȋة المستقيمات 7 .2
(O; i⃗ , j⃗ ) متجاɲس و متعامد معلم ʄاڲ مɴسوب مستوي ʏࢭ لها البياɲي التمثيل (C f ) و عددية دالة f لتكن

البياɲي التمثيل الهند؟ۜܣ التفس؈ف الٔڈاية

−2 −1 1 2

1

2

3

Og

عمودي مقارب مستقيم يقبل (C f )

x = x0 معادلته

lim
x→x0

f (x) =+∞
او

lim
x→x0

f (x) =−∞

1 2 3

1

2

3

O

q

t

افقي مقارب مستقيم يقبل (C f )

−∞ او +∞ بجوار y = y0 معادلته

lim
x→+∞ f (x) = y0

او
lim

x→−∞ f (x) = y0

1 2 3 4

1

2

3

O

g1

h1

مائل مقارب مستقيم يقبل (C f )

−∞ و +∞ عند y = ax +b معادلته

lim
x→+∞

[
f (x)− (ax +b)

]= 0

او
lim

x→−∞
[

f (x)− (ax +b)
]= 0

ذا المستقيم ان الواܷݳ فمن lim
x→−∞ϕ(x) = 0 أو lim

x→+∞ϕ(x) = 0 مع f (x) = ax +b +ϕ(x) : ʏكمايڴ معرفة f الدالة ɠانت اذا
.−∞ او +∞ عند f للدالة الممثل للمنحۚܢ مائل مقارب مستقيم y = ax +b المعادلة

الفواصل محور حامل مع ال؅فاتʋبو محور حامل مع المنحۚܢ تقاطع 8 .2

f (0) نحسب (C f )∩ (y y ′) ال؅فاتʋب محور حامل مع (C f ) تقاطع

D f ʏࢭ f (x) = 0 المعادلة نحل (C f )∩ (xx ′) الفواصل محور حامل مع (C f ) تقاطع

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد11رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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مستقيم و منحۚܢ ب؈ن الɴسۗܣ الوضع دراسة 9 .2
y = ax +b المعادلة ذو مستقيم (∆) و f للدالة البياɲي التمثيل (C f )

الɴسȎية الوضعية f (x)− y الفرق اشارة

(∆) فوق يقع (C f ) f (x)− y > 0

(∆) فوق يقع (C f ) f (x)− y < 0

(C f ) يمس (∆) : اشارته ʇغ؈ف لم الفرق - f (x)− y = 0

.(C f ) يخ؅فق (∆) : اشارته ʇغ؈ف الفرق -

معلوم اخر منحۚܢ باستعمال محۚܢ اɲشاء 10 .2

البياɲي التمثيل الدالة
#»v (0;k) شعاعه الذي بالاɲܦݰاب (Cg ) صورة هو (C f ) f (x) = g (x)+k

#»v (−a;0) شعاعه الذي بالاɲܦݰاب (Cg ) صورة هو (C f ) f (x) = g (x +a)

#»v (−a;b) شعاعه الذي بالاɲܦݰاب (Cg ) صورة هو (C f ) f (x) = g (x +a)+b

x الفاصلة ذات M بالنقطة بالاحتفاظ (C f ) نرسم (Cg ) من نقطة M f (x) =λg (x)

λ العدد ʏࢭ M النقطة ترتʋب وضرب
الفواصل ݝݰور بالɴسبة متناظران (Cg ) و (C f ) المنحني؈ن f (x) =−g (x)

ال؅فاتʋب ݝݰور بالɴسبة متناظران (Cg ) و (C f ) المنحني؈ن f (x) = g (−x)

المعلم مبدأ ʄاڲ بالɴسبة متناظران (Cg ) و (C f ) المنحني؈ن f (x) =−g (−x)

(Cg ) ʄعڴ ينطبق (C f ) ومنه f (x) = g (x) فان x ≥ 0 ɠان اذا ■ f (x) = g (|x|)

(Cg ) ʄعڴ نظ؈ف (C f ) ومنه f (x) = g (−x) فان x ≤ 0 ɠان اذا ■

( زوجية دالة f ) ال؅فاتʋب ݝݰور بالɴسبة الموجب اݝݨال ʏࢭ المرسوم
(Cg ) ʄعڴ ينطبق (C f ) منه f (x) = g (x) فان g (x) ≥ 0 ɠان اذا ■ f (x) = |g (x)|

(Cg ) نظ؈ف (C f ) ومنه f (x) =−g (x) فان g (x) ≤ 0 ɠان اذا ■

الفواصل ݝݰور بالɴسبة

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد12رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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البيانية المناقشة 11 .2
y = ax +b معادلته مقارب) مستقيم (مماساو مائل مستقيم (∆) و f الدالة منحۚܢ (C f ) ليكن

(m ∈R) البيانية المناقشة الشɢل من المعادلة
(C f ) المنحۚܢ تقاطع نقط فواصل ʏۂ المعادلة حلول f (x) = (mتتضمن (عبارة

الفواصل ݝݰور الموازʈة المستقيمات مع
(C f ) المنحۚܢ تقاطع نقاط فواصل ʏۂ المعادلة حلول f (x) = ax + (mتتضمن (عبارة

(∆) لـ الموازʈة المستقيمات مع
(C f ) المنحۚܢ تقاطع نقط فواصل ʏۂ المعادلة حلول f (x) = (mتتضمن x(عبارة +b

مسبقا. Ȗعيئڈا يجب نقطة حول الدورانية المستقيمات مع
(C f ) المنحۚܢ تقاطع نقط فواصل ʏۂ المعادلة حلول f (x) = f (m)

y = f (m) معادلْڈا الفواصل ݝݰور الموازʈة المستقيمات مع

ملاحظات
ال؅فاتʋب محور يم؈ن ʄعڴ تقع التقاطع نقطة ɠانت اذا موجب حل للمعادلة ان نقول ■

ال؅فاتʋب محور ʇسار ʄعڴ تقع التقاطع نقطة ɠانت اذا سالب حل للمعادلة ان نقول ■

ال؅فاتʋب محور ʄعڴ تقع التقاطع نقطة ɠانت اذا معدوم حل للمعادلة ان نقول ■

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد13رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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الاستمرارʈة | 3

a اݍݰقيقي العدد ʇشمل Rمن I مجال ʄعڴ معرفة دالة f لتكن

نقطة عند الاستمرارʈة 1 .3

lim
x→a

f (x) = f (a) = l a عند f دالة استمرارʈة

lim
x

>→a

f (x) = f (a) = l1 a يم؈ن ʄعڴ f الدالة استمرارʈة

lim
x

<→a

f (x) = f (a) = l2 a ʇسار ʄعڴ f الدالة استمرارʈة

a عند مستمرة f فان l1 = l2 ɠان اذا

اݝݨال ʄعڴ الاستمرارʈة 2 .3

]a;b[ اݝݨال من نقطة ɠل عند مستمرة f ɠانت اذا ]a;b[ المفتوح اݝݨال ʄعڴ مستمرة f تɢون

]a;b[ اݝݨال من نقطة ɠل عند مستمرة f ɠانت اذا [a;b] المغلوق اݝݨال ʄعڴ مستمرة f تɢون
b ʇسار ʄعڴ ومستمرة a يم؈ن ʄعڴ ومستمرة

المستمرة الدوال ʄعڴ العمليات 3 .3
حقيقي عدد k و I مجال ʄعڴ مستمرت؈ن دالت؈ن g و f لتكن

I اݝݨال ʄعڴ مستمرة k × f و f × g و f + g الدوال ■

I اݝݨال ʄعڴ مستمرت؈ن f

g
و 1

g
الدالت؈ن فان I ʄعڴ تنعدم لا g ɠانت اذا ■

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد14رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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نتائج 1 .3 .3

R ʄعڴ مستمرة حدود كث؈ف دالة ɠل ■

Ȗعرʈفها مجموعة ʄعڴ مستمرة جذرʈة دالة ɠل ■

R ʄعڴ مستمرتان x 7→ cos x و x 7→ sin x الدالتان ■

R−
{π

2
+kπ/k ∈Z

}
Ȗعرʈفها مجموعة ʄعڴ مستمرة x 7→ tan x الدالة ■

دالت؈ن مركب استمرارʈة 4 .3
I اݝݨال ʄعڴ مستمرة g ◦ f : فان f (I ) ∈ J بحيث J مجال ʄعڴ مستمرة g و I مجال ʄعڴ مستمرة f ɠانت اذا

المتوسطة القيم م؄فهنة 5 .3

O x

y

k

a

f (a) b

f (b)

b

b

b b b

العددين ب؈ن محصور β حقيقي عدد لɢل فانه [a;b] مجال ʄعڴ مستمرة f ɠانت اذا 1 م؄فهنة

f (α) = k : بحيث ]a;b[ اݝݨال من α حقيقي عدد الاقل ʄعڴ يوجد f (b) و f (a)

العددين ب؈ن محصور k حقيقي العدد وɠان ]a;b[ مجال ʄعڴ ورتʋبة مستمرة f ɠانت اذا 2 م؄فهنة

]a;b[ اݝݨال ʏࢭ وحيدا حلا تقبل f (x) = k المعادلة فان f (b) و f (a)

f (a)× f (b) < 0 و [a;b] اݝݰال ʄعڴ تماما رتʋبة و مستمرة f ɠانت اذا 3 م؄فهنة

]a;b[ اݝݨال ʄاڲ يɴت׿ܣ α وحيدا حلا تقبل f (x) = 0 المعادلة فان

f (a)× f (b) < 0 و [a;b] اݝݰال ʄعڴ مستمرة f ɠانت اذا 4 م؄فهنة

f (α) = 0 بحيث b و a ب؈ن محصور α حقيقي عدد الاقل ʄعڴ تقبل f (x) = 0 المعادلة فان

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد15رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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الاشتقاقية | 4

D f من عدد a و Rمن D f مجال ʄعڴ معرفة دالة f لتكن

عدد عند الاشتقاق قابلية 1 .4

lim
x→a

f (x)− f (a)

x −a
= f ′(a) a عند f الدالة اشتقاق قابلية

lim
x

>→a

f (x)− f (a)

x −a
= f ′

d (a) a يم؈ن ʄعڴ f الدالة اشتقاق قابلية

lim
x

<→a

f (x)− f (a)

x −a
= f ′

g (a) a ʇسار ʄعڴ f الدالة اشتقاق قابلية

a عند للاشتقاق قابلة f فان f ′
d (a) = f ′

g (a) ɠان اذا

المالوفة Ȋعضالدوال مشتقات جدول 2 .4

f (x) f ′(x) الاشتقاق قابلية مجال

(a ∈Rحيث ) a 0 R

ax a R

n ∈N∗− {1} حيث xn n.xn−1 R

1

x
− 1

x2 R∗

n ∈N∗− {1} حيث 1

xn

−n

xn+1 R∗

p
x

1

2
p

x
]0;+∞[

cos x −sin x R

sin x cos x R

cos(ax +b) −a sin(ax +b) R

sin(ax +b) a cos(ax +b) R

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد16رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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الدوال ʄعڴ العمليات و المشتقات 3 .4

u ◦ v un p
u

u

v

1

v
u × v au u + v الدالة

v ′×u′(v) n ×un−1 ×u′ u′

2
p

u

u′v − v ′u
v2 − v ′

v2 u′v + v ′u au′ u′+ v ′ المشتقة الدالة

للاشتقاقية الهندسية التفس؈فات 4 .4

الهند؟ۜܣ التفس؈ف الاستɴتاج الٔڈاية

: معادلته مماسا A(x0; f (x0)) النقطة عند يقبل (C f )

y = f ′(x0)(x −x0)+ f (x0)

و x0 عند الاشتقاق تقبل f

f ′(x0) = a

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a

ݝݰور موازي مماسا A(x0; f (x0)) النقطة عند يقبل (C f )

y = f (x0) : معادلته الفواصل
و x0 عند الاشتقاق تقبل f

f ′(x0) = 0

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= 0

نصفمماس A(x0; f (x0)) النقطة عند يقبل (C f )

y = f ′
d (x0)(x −x0)+ f (x0) : معادلته

يم؈ن ʄعڴ الاشتقاق تقبل f

f ′
d (x0) = a و x0

lim
x

>→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a

نصفمماس A(x0; f (x0)) النقطة عند يقبل (C f )

y = f ′
g (x0)(x −x0)+ f (x0) : معادلته

ʇسار ʄعڴ الاشتقاق تقبل f

f ′
g (x0) = b و x0

lim
x

<→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= b

مماس؈ن نصفي A(x0; f (x0)) النقطة عند يقبل (C f )

زاوʈة نقطة Ȗس׿ܢ A حيث
ʄعڴ للاشتقاق قابلة غ؈ف f

x0 يم؈ن
lim

x
>→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
6=

lim
x

<→x0

f (x)− f (x0)

x −x0

نصفمماسا A(x0; f (x0)) النقطة يم؈ن ʄعڴ يقبل (C f )

x = x0 : معادلته ʄالاعڴ نحو موجه عمودي
ʄعڴ للاشتقاق قابلة غ؈ف f

f ′(x0) = a و x0 يم؈ن
lim

x
>→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
=+∞

نصفمماسا A(x0; f (x0)) النقطة يم؈ن ʄعڴ يقبل (C f )

x = x0 : معادلته الاسفل نحو موجه عمودي
ʄعڴ للاشتقاق قابلة غ؈ف f

x0 يم؈ن
lim

x
>→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
=−∞

نصفمماسا A(x0; f (x0)) النقطة ʇسار ʄعڴ يقبل (C f )

x = x0 : معادلته الاسفل نحو موجه عمودي
ʄعڴ للاشتقاق قابلة غ؈ف f

x0 ʇسار
lim

x
<→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
=+∞

نصفمماسا A(x0; f (x0)) النقطة ʇسار ʄعڴ يقبل (C f )

x = x0 : معادلته ʄالاعڴ نحو موجه عمودي
ʄعڴ قابلةللاشتقاق غ؈ف f

x0 ʇسار
lim

x
<→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
=−∞

x0 عند مستمرة f فان x0 عند للاشتقاق قابلة دالة f ɠانت اذا

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد17رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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الاشتقاقية تطبيقات | 5

دالة Ȗغ؈ف اتجاه 1 .5
المشتقة دالْڈا f ′ و D f مجال ʄعڴ للاشتقاق قابلة و معرفة f دالة لتكن

f الدالة Ȗغ؈ف اتجاه f ′ المشتقة
D f اݝݨال ʄعڴ تماما م؅قايدة f الدالة D f اݝݨال ʄعڴ تماما موجبة f ′

D f اݝݨال ʄعڴ تماما متناقصة f الدالة D f اݝݨال ʄعڴ تماما سالبة f ′

D f اݝݨال ʄعڴ ثابتة f الدالة D f اݝݨال ʄعڴ معدومة f ′

لدالة اݝݰلية اݍݰدية القيم 2 .5

f (c) محلية حدية قيمة تقبل f ان نقول اشارٮڈا مغ؈فة I اݝݨال من c قيمة عند f ′ المشتقة الدالة اɲعدمت اذا

دالة حصر 3 .5
f (a) ≤ f (x) ≤ f (b) : فان [a;b] اݝݨال ʄعڴ تماما م؅قايدة f الدالة ɠانت اذا ■

f (b) ≤ f (x) ≤ f (a) : فان [a;b] اݝݨال ʄعڴ تماما متناقصة f الدالة ɠانت اذا ■

الاسفل من حاد -عنصر ʄالاعڴ من حاد عنصر 4 .5

f للدالة الاسفل من حاد عنصر
(Minorant)

f للدالة ʄالاعڴ من حاد عنصر
(Majorant)

: x حقيقي عدد ɠل ɠل اجل من
f (x) ≥ m

: x حقيقي عدد ɠل ɠل اجل من
f (x) ≤ M

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد18رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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المماس معادلة 5 .5
وɲعوض f (x0) و f ′(x0) من نحسبكلا ثم ، y = f ′(x0)(x −x0)+ f (x0) : المعادلة نكتب

المعادلة ʏࢭ
عند (C f ) لـ المماس معادلة ع؈ن

x0 الفاصلة ذات النقطة
المماس معادلة نكتب ثم ، f (x0) = y0 المعادلة بحل وذلك x0 الفاصلة عن نبحث اي

x0 عند
عند (C f ) لـ المماس معادلة اكتب

y0 ال؅فتʋبة ذات النقطة
المماس من B و A النقطت؈ن حيث ، f ′(x0) = y A − yB

xA −xB
: التوجيه معامل نحسب f ′(x0) : المشتق العدد بيانيا ع؈ن

توجيه =معامل f ′(x0) ملاحظة
المماس

عدد ʏۂ المعادلة حلول عدد اي ، f ′(x0) = a المعادلة بحل x0 الفاصلة عن نبحث
a توجٕڈها معامل الۘܣ المماسات

معامل (C f ) لـ مماسات توجد هل
؟ a توجٕڈها

يوجد نقول حلول وجدنا اذا f ′(x0) = a اي f ′(x0) = d توجيه معامل : المعادلة نحل
(d) لـ موازʈة (C f ) لـ مماسات

توازي (C f ) لـ مماسات توجد هل
المعادلة ذا المستقيم

(d)؟ : y = ax +b

عدد تمثل المعادلة حلول عدد β = f ′(x0)(α− x0)+ f (x0) المعادلة بحل x0 عن نبحث
المماسات

Ȗشمل (C f ) لـ مماسات توجد هل
A(α,β) النقطة

يمثل اݍݰلول وعدد .(d) معاملتوجيه هو a ، f ′(x0) =− 1

a
: المعادلة بحل x0 نبحثعن

المماسات عدد
Ȗعامد (C f ) لـ مماسات توجد هل
(d) : y = ax+b المعادلة ذا المستقيم

الاɲعطاف نقطة 6 .5
اشارٮڈا Ȗغ؈ف لا و تنعدم f ′(x) :1 الطرʈقة

اشارٮڈا مغ؈فة تنعدم f ′′(x) :2 الطرʈقة

(C f ) يخ؅فق (∆) ان نجد ، (∆) مماسه و (C f ) لـ الɴسۗܣ الوضع دراسة عند :3 الطرʈقة
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تناظر محور و تناظر مركز - دالة شفعية | 6

دالة شفعية 1 .6
الهند؟ۜܣ التفس؈ف التعرʈف

ال؅فاتʋبكمحور محور يقبل (C f )

تناظر

ɠل: اجل من ʇعۚܣ زوجية دالة f

: فان −x ∈ D f و x ∈ D f

f (−x) = f (x)

الزوجية الدالة

كمركز O المعلم مبدأ يقبل (C f )

تناظر

ɠل: اجل من ʇعۚܣ فردية دالة f

: فان −x ∈ D f و x ∈ D f

f (−x) =− f (x)

الفردية الدالة

تناظر مركز و تناظر محور 2 .6

(C f ) للمنحۚܢ تناظر محور x = a معادلته الذي المستقيم يɢون
: التاليان الشرطان تحقق اذا

(2a −x) ∈ D f ■
f (2a −x) = f (x) ■

تناظر محور

تحقق اذا (C f ) للمنحۚܢ تناظر مركز I (a;b) النقطة تɢون
: التاليان الشرطان

(2a −x) ∈ D f ■
f (2a −x)+ f (x) = 2b ■

تناظر مركز

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد20رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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II القسم

تدرȎʈية تمارʈن
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الاستمرارʈة و الٔڈايات | 7

الٔڈايات حساب

التالية: الٔڈايات احسب 1

lim
x→+∞

1

x3 (7
lim

x→+∞−x4 (8

lim
x→+∞−3+ 1

x
(9

lim
x→−∞−x3 (10

lim
x→−∞5+ 1

x
(11

lim
x→−∞

p−x (12

lim
x→2

(x2 −x +2) (1
lim

x→−∞(−2x +p
3) (2

lim
x→+∞(x2 +3x +5) (3

lim
x→−∞

p
5 (4

lim
x→−∞2(x +4)2 (5

lim
x→+∞x + 1

x
(6

التالية: الٔڈايات احسب 2

lim
x

<→3

−4x +1

3−x
(6

lim
x

>→2

x +1

(x −2)2 (7

lim
x

<→2

x +1

(x −2)2 (8

lim
x

<→0

2x −1+ 3

x
(9

lim
x

>→0

2x −1+ 3

x
(10

lim
x

>→−1

x −1

x +1
(1

lim
x

<→−1

x −1

x +1
(2

lim
x

>→2

2x2 +5

x −2
(3

lim
x

<→2

2x2 +5

x −2
(4

lim
x

>→3

−4x +1

3−x
(5

Ȗعي؈ن حالاتعدم

f الدالة ٰڈاية التالية اݍݰالات من حالة ɠل ʏࢭ أدرس 3
−∞ وعند +∞ عند D f ʄعڴ المعرفة

D f =R ، f (x) =−x3 +2x −2 ■

D f =R ، f (x) = 3x2 +x −3 ■

D f =R− {2} ، f (x) = x2 +2x +1

2−x
■

ʏࢭD Ȗعرʈفها مجموعة عندحدود f احسبٰڈاياتالدالة 4
حالة: ɠل

f (x) = 3x +1

−x +2
(7

f (x) = x3 −3x +1

x −1
(8

f (x) = 3x2 +1

x2 +1
(9

f (x) = 2x +3+ 1

x
(10

f (x) = x +3

x2 −x
(11

f (x) =
p

x2 +2x +3 (12

f (x) = 3x2 −x +5 (1
f (x) =−2x2 +x −4 (2

f (x) = 2x3 +x +1 (3
f (x) =−3x3 −4x +5 (4

f (x) = 2x −1

x −3
(5

f (x) =−x + x3 +x +1

x −2
(6

. f (x) =p
x +1−p

x بـ: [0;+∞[ ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 5
.+∞ عند f الدالة ٰڈاية احسب

بـ: [1;+∞[ ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 6

f (x) = 2x +1−
√

x2 +x −2

.+∞ عند f الدالة ٰڈاية احسب
D Ȗعرʈفها مجموعة حدود عند f الدالة ٰڈاية احسب 7

حالة: ɠل ʏࢭ Ȗعيئڈا) (يطلب

f (x) =
p

1+x2

x
(5

f (x) = x +1

x −1
(6

f (x) = x −2p
x −2

(7

f (x) = 3x3 +2

2x2 +4
(8

f (x) = 2+p
x (1

f (x) = (1−x)(1+p
x) (2

f (x) =p
x +1+p

x (3
f (x) = 1p

x
(1+x2) (4

: بـ [0;+∞[ اݝݨال ʄعڴ معرفة f الدالة لتكن 8

f (x) =
√

x2 +2x −x

+∞ عند f الدالة ٰڈاية احسب
بـ: R− {−2;1} ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 9

f (x) = x3 +2x2 +x +2

x2 +x −2

.−2 عند f الدالة ٰڈاية احسب
التالية: الٔڈايات احسب المرافق باستعمال 10

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد22رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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lim
x→−∞

p
x2 +x +1+x (4

lim
x→−∞x +

p
x2 +3 (5

a > 0 حيث lim
x→0

p
x2 +a2 −ap
x2 +b2 −b

(6
b > 0 و

lim
x→+∞

p
x2 +1−

p
x2 −1 (1

lim
x→0

p
x +1−1

x
(2

lim
x→+∞x2 −p

x +2 (3

الٔڈايت؈ن: احسب المشتق Ȗعرʈفالعدد باستعمال 11

lim
x→1

p
x2 +1−p

2

x −1
(3

lim
x→3

x
p

x +1−6

x −3
(4

lim
x→4

p
x −2

x −4
(1

lim
x→0

p
x +1−1

x
(2

lim
x→0

tan x

x
= 1 و lim

x→0

sin x

x
= 1 ان علما 12

: التالية الٔڈايات احسب
lim
x→0

tan x

x
(4

lim
x→0

sin ax

bx
(5

lim
x→0

tan ax

bx
(6

lim
x→0

sin3x

x
(1

lim
x→0

tan3x

x
(2

lim
x→0

sin3x

2x
(3

f (x) = cos x −1

x
: بـ R∗ ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 13

.0 عند f الدالة ٰڈاية احسب
مركبة) دالة (ٰڈاية 14

التالية: الٔڈايات احسب
lim
x

>→3

√
3x +4

x −3
(1

lim
x

>→1

√
3−6x

1−x
(2

lim
x→−∞

√
2x −1

x +4
(3

. lim
x→−∞

p
x2 +x +1 (4

. lim
x→+∞sin

( πx

2x +1

)
(5

. lim
x→−∞

p
−2x2 +x −3 (6

مناسبة طرʈقة باستعمال التالية الٔڈايات احسب 15

lim
x→2

x2 +x −6

x −2
(6

lim
x→1

p
x −1

x −1
(7

lim
x→0

sin3x

x
(8

lim
x→−∞

2x2 +x −3

5x +4
(9

lim
x→+∞

x +
p

x2 +1

x +4
(10

lim
x→+∞2x3 −5x +1 (1

lim
x→+∞x −p

x (2
lim

x→+∞
p

4x2 +1−x (3
lim

x→+∞
p

x2 +1−x (4

lim
x→+∞

1

x
(1+p

x) (5

R∗ ʄعڴ المعرفة الدالة f لتكن 16
f (x) = 2|x|

x
; x 6= 0

f (0) = 2

.0 عند f الدالة ادرسٰڈاية
ʏࢭ D Ȗعرʈفها مجموعة حدود عند f الدالة ٰڈاية احسب 17

حالة. ɠل
f (x) =

∣∣∣∣ x −1

x +1

∣∣∣∣ (3 f (x) = x2 +3

|x −1| (2 f (x) = |x −1|
x2 −1

(1

بالمقارنة/اݍݰصر الٔڈايات

f (x) = x + sin x : بـ R ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 18
lim

x→−∞ f (x) ، lim
x→+∞ f (x) الٔڈايت؈ن: احسب

f (x) = 2xp
x +1

: بـ ]1;+∞[ ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 19
1p

x +1
> 1p

2x
فان: x > 1 ɠان اذا انه ب؈ن (1

lim
x→+∞ f (x) استɴتج (2

20
1

2
≤ x

x +1
≤ 1 فان: x ≥ 1 حقيقي عدد ɠل اجل من انه ب؈ن (1

التاليت؈ن: الٔڈايت؈ن استɴتج (2
. lim
x→+∞

xp
x(x +1)

، lim
x→+∞

x
p

x

x +1

lim
x

>→0

p
x sin

(
1

x

)
التالية: الٔڈاية احسب 21

خطأ: او اجببܶݳ .x > 0 حيث حقيقي عدد x ليكن 22

lim
x→+∞ f (x) =+∞ فان f (x) ≥ x2 ɠان اذا (1

lim
x→+∞ f (x) = 0 فان f (x) ≤ 1

x
ɠان اذا (2

lim
x→+∞

f (x)

x2 = 0 فان 1 ≤ f (x) ≤ x +1 ɠان اذا (3

: بـ R−
{
−1

3

}
اݝݨال ʄعڴ معرفة دالة f لتكن 23

f (x) = 2x − sin x

3x +1

: لدينا x حقيقي عدد ɠل اجل من انه ب؈ن (1
2x −1

3x +1
≤ f (x) ≤ 2x +1

3x +1

+∞ عند f الدالة ٰڈاية استɴتج (2

: بـ [2;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة g الدالة لتكن (3

g (x) = 3x + sin x

x −1

|g (x)−3| ≤ 4

x −1
: لدينا x ≥ 2 ɠل اجل من انه ب؈ن (4

.+∞ عند g الدالة ٰڈاية استɴتج (5

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد23رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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f (x) = 2x2 +3x −1

(x −1)2 : بـ R− {1} ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن 24
مبʋنا التعرʈف. مجموعة حدود عند f الدالة ٰڈاية ادرس
. معلم ʏࢭ f للدالة الممثل المنحۚܢ (C ) المقارȋةلـ المستقيمات

وليكن f (x) = 2x+3+ 3

x2 : ∗Rبـ ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 25
(O;

#»
i ;

#»
j ) معلم ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C )

للمنحۚܢ مقارب مستقيم (D) : y = 2x +3 المستقيم ان ب؈ن (1
.−∞ و +∞ عند (C f )

.(D) ʄاڲ بالɴسبة (C f ) ادرسوضعية (2

. f (x) = −x + 2 + 3

x2 : بـ R∗ ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 26
.(O;

#»
i ;

#»
j ) معلم ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C ) وليكن

مقارب مستقيم y =−x+2 المعادلة ذو (∆) المستقيم ان ب؈ن (1
.−∞ وعند +∞ عند (C ) للمنحۚܣ

المقارب المستقيم ʄاڲ بالɴسبة (C ) المنحۚܣ وضعية ادرس (2
.(∆) المائل

:ʏممايڴ حالة ɠل ʏࢭ الت؄فير مع خطأ او اجببܶݳ 27
: بـ ]2;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف

معلم ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C ليكن( و f (x) = −2x2 +7x −11

x −2
.(O;

#»
i ;

#»
j ) ومتجاɲس متعامد

. f (x) =−2x +3− 5

x −2
:ʏۂ f (x) لـ اخرى عبارة (1

ال؅فاتʋب ݝݰور موازʈا مقارȋا مستقيما (C ) المنحۚܢ يقبل (2
.x = 2 معادلته:

lim
x→−∞ f (x) =−∞ (3

مائل مقارب مستقيم y = −2x + 3 المعادلة ذو المستقيم (4
.+∞ عند (C ) للمنحۚܢ

تمثيلها (C ) و f (x) = ax +b + c

x +d
حيث: f الدالة لتكن 28

معلم. ʏࢭ البياɲي
يقبلمستقيما (C ) بحيث: d و c ، b ، a اݍݰقيقية ع؈نالاعداد
y = معادلته مائلا مقارȋا مستقيما و x = 1 معادلته مقارȋا

A(0;4) النقطة ʇشمل و +∞ عند و −∞ عند 2x +3

f (x) = 2x +3

x +2
: بـ R− {−2} ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 29

عدد ɠل اجل من بحيث b و a اݍݰقيق؈ن العددين ع؈ن (1
f (x) = a + b

x +2
يɢون x 6= −2 حقيقي

D Ȗعرʈفها مجموعة حدود عند f الدالة ٰڈايات احسب (2

f للدالة الممثل المنحۚܣ (C ) المقارȋةلـ المستقيمات استɴتج (3

(C ) المنحۚܣ تناظر مركز ع؈ن (4

x 6= 4 حقيقي عدد ɠل اجل من المعرفة الدالة f لتكن 30
f (x) = x2 −x −10

x −4
:ʏكمايڴ

اجلɠل بحيثمن a,b,c حقيقية اعداد ثلاثة يوجد انه ب؈ن (1
f (x) = ax +b + c

x −4
: x 6= 4 حقيقي عدد

مستقيم هو y = ax +b معادلته الذي (D) المستقيم ان ب؈ن (2
(O;

#»
i ;

#»
j معلم( ʏࢭ f للدالة الممثل المنحۚܣ (C ) لـ مائل مقارب

−∞ وعند +∞ عند للمستوي

.(D) ʄاڲ بالɴسبة (C ) لـ الɴسۗܣ ادرسالوضع (3

: بـ R− {−1} ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 31
f للدالة الممثل المنحۚܣ (C ليكن( f (x) = x3 +3x2 +6x +3

(x +1)2

معلم. ʏࢭ

مبʋنا Ȗعرʈفها مجموهة حدود عند f الدالة ٰڈاية احسب (1
.(C ) لـ المقارب المستقيم

ɠل اجل من بحيث d و c,b, a اݍݰقيقية الاعداد ع؈ن ا) (2
f (x) = ax +b + cx +d

(x +1)2
يɢون x 6= −1 حقيقي عدد

مستقيما يقبل f للدالة الممثل (C ) المنحۚܣ ان استɴتج ب)
Ȗعي؈ن يطلب +∞ عند و −∞ عند (∆) مائلا مقارȋا

له. معادلة
.(∆) و (C ) لـ الɴسۗܣ ادرسالوضع ج)

: بـ [0;+∞[ ʄعڴ المعرفة الدالة ʏۂ f 32
المستوي ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C ) و f (x) = x +1+

p
x2 +4x

معلم ʄاڲ المɴسوب

مقارب y = 2x + 3 معادلته الذي (∆) المستقيم ان ب؈ن (1
+∞ عند (C ) للمنحۚܢ

(∆) و (C ) لـ الɴسȎية ادرسالوضعية (2

الاستمرارʈة

ماياȖي: ɠل ʏࢭ a القيمة عند f الدالة ادرساستمرارʈة 33

a = 0 ، f (x) = 1

x
(1

a = 2 ، f (x) = x2 (2

a = 0 ، f (x) =p
x (3

a = 2 ، f (x) =


x2 ; x ∈ [−1;2[

x −1 ; x ∈ [2;5[
(4

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد24رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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f (x) = (x +1)sin(x) : بـ R ʄعڴ المعرفة f ɲعت؄فالدالة 34
.R ʄعڴ مستمرة f الدالة ب؈ن

ʏࢭ حلا الاقل ʄعڴ تقبل x3 − x = −3 المعادلة ان برهن 35
[−2;−1] اݝݨال

f (x) = x3 −5x2 +3x +4 : بـ R ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 36

جدول وشɢل f الدالة Ȗغ؈ف اتجاه استɴتج ثم f ′(x) احسب (1
Ȗغ؈فاٮڈا.

[1;2] اݝݨال ʏࢭ α وحيدا حلا تقبل f (x) = 0 المعادلة ب؈ن (2

:ʏكمايڴ R ʄالمعرفةعڴ f الدالة ɲعت؄ف 37


f (x) =−x +2 ; x ∈ ]−∞;1]

f (x) =p
x ; x ∈ ]1;+∞]

ومتجاɲس متعامد معلم ʏࢭ f للدالة الممثل المنحۚܢ ارسم (1
للمستوي.

لماذا؟ ؟ R ʄعڴ مستمرة f الدالة هل (2

و x 6= 1 ɠان اذا f (x) = x3 −1

x −1
:ʏكمايڴ معرفة دالة f 38

f (1) = 3

.1 عند f ادرساستمرارʈة (1

؟ R ʄعڴ مستمرة f الدالة هل (2

:ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 39

f (x) =


f (x) = 3x +m ; x ∈ ]−∞;1]

f (x) = x2 +1 ; x ∈ ]1;+∞]

[1;∞−[؟ ʄعڴ ؟ ]1;+∞] ʄعڴ مستمرة f الدالة هل (1

R ʄعڴ مستمرة f الدالة تɢون بحيث m العدد كيفنختار (2

. f للدالة الممثل المنحۚܢ (C ) ارسم (3


f (x) = x2 +2x −a; x > 2

f (x) = 2x2 −a +b

x
; x ≤ 2

: Rبـ ʄالمعرفةعڴ f الدالة ɲعت؄ف 40

و a ب؈ن علاقة ع؈ن ثابتان. حقيقيان عددان b و a حيث
2 عند مستمرة f الدالة تɢون حۘܢ b

من بحيث I = [0;1] اݝݨال ʄعڴ معرفة مستمرة دالة f 41
f (x) ∈ I ، I من x ɠل اجل

f (α) بحيث= I الاقلعددحقيقيαمن ʄيوجدعڴ ب؈نانه
α

. f (x) = 2+ 1

2
sin x : بـ [0;π] ʄعڴ معرفة دالة f 42

. f (α) =αبحيث [0;π] من α وحيد حقيقي عدد يوجد انه ب؈ن

و (C f ) ان ب؈ن g (x) = x2−x +2 و f (x) = 1

x
الدالت؈ن ɲعت؄ف 43

ال؅فتʋبيتقاطعان ʄعڴ g و f للدالت؈ن البيانيان التمثيلان (Cg )

.1 و 0 ب؈ن محصورة α فاصلْڈا وحيدة نقطة ʏࢭ
f (x) = x +p

x : بـ [0;+∞[ ʄعڴ المعرفة الدالة ʏۂ f 44

]∞+;0]؟ ʄعڴ مستمرة f الدالة لماذا برر (1

Ȗغ؈فاٮڈا. جدول وشɢل f الدالة ɲغ؈ف ادرساتجاه (2

. f (4) و f (3) احسب (3
اݝݨال ʏࢭ α وحيدا حلا تقبل f (x) = 5 المعادلة ان استɴتج

[3;4]

.[0;1] ʏࢭ قيمْڈا تأخذ و [0;1] ʄعڴ مستمرة دالة f لتكن 45
اݝݨال ʏࢭ وحيدا الاقلحلا ʄعڴ تقبل f (x) = x المعادلة ان ب؈ن

.[0;1]

f (1) = و1 f (0) = بحيث0 اݝݨال[1;0] ʄعڴ دالةمستمرة f 46
f (c) = 1− c

1+ c
بحيث ]0;1[ من c حقيقي عدد يوجد انه ب؈ن .

f (x) = 1−x

1+x
الدالة ʄعڴ المتوسطة القيم م؄فهنة طبق

بحيث [a,b] اݝݨال ʄعڴ مستمرة دالة f 47

f (b) > b2 و f (a) < ab

f (c) = bc بحيث [a,b] من c حقيقي عدد يوجد انه ب؈ن
من بحيث I = [0,1] اݝݨال ʄعڴ معرفة مستمرة دالة f 48

f (x) ∈ I ، I من x ɠل اجل
f (α) بحيث= I الاقلعددحقيقيαمن ʄيوجدعڴ ب؈نانه

α

الاقل ʄعڴ تقبل فردية درجته حدود كث؈ف دالة ɠل ان ب؈ن 49
حقيقيا. جذرا

: بـ [1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 50

f (x) =−x3 +3x +3

+∞ عند f الدالة ٰڈاية احسب (1

f الدالة Ȗغ؈فات جدول شɢل (2

اݝݨال ʏࢭ α وحيدا حلا تقبل f (x) = 0 المعادلة ان اثȎت (3
[1;+∞[

.0.1 سعته α لـ ع؈نحصرا ثم 2 <α< 3 ان تحقق (4
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الإشتقاقية | 8

المشتقة الدوال

f (x) = x2 −4 : بـ R ʄعڴ المعرفة الدالة f لتكن 51
معينا . a = 3 العدد عند الاشتقاق تقبل f الدالة ان اثȎت

عنده. المشتق عددها

f (x) = 3x2 : بـ R ʄعڴ المعرفة الدالة f لتكن 52

. a حقيقي عدد ɠل عند الاشتقاق تقبل f الدالة ان اثȎت (1

. f للدالة المشتقة الدالة استɴتج (2

عند معلم ʏࢭ f الدالة منحۚܢ (C ) مماس (T ) معادلة اكتب (3
. 1 الفاصلة ذات النقطة

f (x) = x|x −2| : بـ R ʄعڴ المعرفة الدالة f لتكن 53

. 2 العدد عند f الدالة اشتقاق ادرسقابلية (1

علٕڈا. اݝݰصل النتائج بيانيا فسر (2

f (x) =p
x −1 : بـ [1;+∞[ ʄعڴ المعرفة الدالة f لتكن 54

. 1 العدد عند f الدالة اشتقاق ادرسقابلية (1

علٕڈا. اݝݰصل النȘيجة بيانيا، فسر، (2

الاشتقاق قواعد

اݝݨال ʄعڴ المعرفة لآتية الدوال من دالة ɠل مشتقة ع؈ن 55
I = ]0;+∞[

f (x) = x +1

x2 +1
■

f (x) = x2 −4x −3

x2 +x +3
■

f (x) =
p

x2 −3x +5 ■

f (x) = 2x3 −x2 +4x −1 ■

f (x) = (x −1)sin x ■

f (x) = x +1p
x

■

حالة: ɠل ʏࢭ f للدالة المشتقة الدالة احسب 56

f (x) = 1

x −1
(1+p

x) (7

f (x) = x2 +x +1

x −2
(8

f (x) = −3x2 +x −2

x2 +1
(9

f (x) = 2x − 1

1−x
(10

f (x) = 2

x
+ 1

1−x
−p

x (11

f (x) = 2x2 −5x +3 (1
f (x) = −3x3 +2x +1

3
(2

f (x) = 1

2
x4 − 1

x
(3

f (x) = x2 − 1

x
+p

x (4
f (x) = x(x2 +2)−1 (5

f (x) = (x +1)(x3 −1) (6

الاشتقاقية تطبيقات

النقطة عند f للدالة المماس معادلة اكتب حالة، ɠل ʏࢭ 57
. a فاصلْڈا الۘܣ

a = 0 ، f (x) =−3x2 +x −4 ■

a =−2 ، f (x) = 4x −3

x +1
■

a = 3 ، f (x) = 1

2
x +2− 1

x −1
■

a = 2 ، f (x) =p
5−2x ■

a = 1 ، f (x) = x2px ■

a = π

4
، f (x) = cos2x ■

، f (x) = 3x −4

x −2
: بـ R− {2} ʄعڴ معرفة عددية دالة f 58

و متعامد معلم ʄاڲ المɴسوب المستوي ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C f )

(O; i⃗ , j⃗ ) متجاɲس

f للدالة المشتقة الدالة f ′ ع؈ن (1

ذات النقطة عند (C f ) للمنحۚܢ المماس معادلة ع؈ن (2
1 الفاصلة

ال؅فتʋبة ذات النقطة عند (C f ) المماسللمنحۚܢ معادلة ع؈ن (3
5

مٔڈما ɠل توجيه معامل مماس؈ن يقبل (C f ) المنحۚܢ ان ب؈ن (4
−2 هو
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المعالة يقبلمماسموازيللمستقيمذو (C f ) ب؈نانالمنحۚܢ (5
y =−1

2
x −1

ذي المستقيم Ȗعامد (C f ) للمنحۚܢ مماسات توجد هل (6
y = 1

2
x +2 المعادلة

ان علما f ′(−1) = 2 حيث −1 عند للاشتقاق قابلة دالة f 59
A(−1;−3) بالنقطة يمر ، f للدالة معلم، ʏࢭ الممثل المنحۚܣ

. A النقطة عند المنحۚܣ لمماسهذا معادلة اكتب
f (x) = x3 −3x2 +2 : بـ R ʄعڴ المعرفة الدالة f لتكن 60
Ȗغ؈فاٮڈا. جدول شɢل ثم f الدالة Ȗغ؈ف ادرساتجاه (1

. اݍݨدول ʄعڴ f للدالة اݍݰدية القيمة استɴتج (2

(C ) و f (x) = x3 −3x2 +2 : بـ R ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن 61
معلم. ʏࢭ البياɲي تمثيلها

Ȗعي؈ن يطلب اɲعطاف نقطة يقبل (C ) المنحۚܢ ان ب؈ن ■
احداثياها.

تمثيلها (C ) و f (x) = x3 : بـ R ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن 62
معلم. ʏࢭ البياɲي

Ȗعي؈ن يطلب اɲعطاف نقطة يقبل (C ) المنحۚܢ ان ب؈ن ■
احداثياها.

دالت؈ن) مركب Ȗغ؈ف (اتجاه 63
f (x) = 2x +2

x −2
: بـ ]2;+∞[ ʄعڴ معرفة دالة f

. f الدالة Ȗغ؈فات جدول شɢل (1

: بـ ]p
2;+∞[ ʄعڴ المعرفة g الدالة Ȗغ؈فات جدول استɴتج (2

g (x) = f (x2)

f (x) = cos x : بـ R ʄعڴ المعرفة العددية الدالة f 64
f للدالة المتتاȊعة المشتقة الدوال f (4) و f (3) ، f ′′ ، f ′ ع؈ن (1

، n المعدوم غ؈ف ʏالطبيڥ العدد قيم حسب تخمينا، اعط (2
f (n)(x) لعبارة

: بـ المعطى Ȗغ؈فاٮڈا بجدول R− {2} ʄعڴ معرفة دالة f لتكن 65

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 3 +∞

− 0 + + 0 −

+∞+∞

22

+∞

−∞

−2−2

−∞−∞

a : حيث f (x) = ax+b+ c

x −2
: الشɢل ʄعڴ f (x) تكتبعبارة

حقيقية اعداد c و b ،

f ′(x) احسب (1

: f الدالة التغ؈فات جدول ʄعڴ اعتمادا (2

c و b ، a اݍݰقيقية الاعداد ع؈ن ا)
مقاربعمودي مستقيم يقبل f الدالة منحۚܢ ان ب؈ن ب)

اجابتك معللا 1

2
و 0 العددين ب؈نصورȖي قارن ج)

المنحۚܢ (C f ) وليكن c =−1 ، b = 2 ، a =−1 : ʏفيمايڴ ناخذ (3
و متعامد معلم ʄاڲ مɴسوب مستوي ʏࢭ f للدالة البياɲي

متجاɲس

تحديد يطلب (∆) مقارȋا مستقيما يقبل (C f ) ان ب؈ن ا)
له معادلة

(C f ) المنحۚܢ اɲآۜܡ .(C f ) و (∆) لـ الɴسۗܣ ادرسالوضع ب)
حلول: عدد m الوسيط قيم وحسب بيانيا ناقش ج)

f (x) = m

( ʏبرنوڲ (متباينة |⋆⋆⋆ 66
: بـ R ʄعڴ معرفة دالة f و n ∈N∗ ليكن

f (x) = (1+x)n −1−nx

[−1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ f الدالة Ȗغ؈ف ادرساتجاه (1

فان x ∈ [−1;+∞[ ɠل اجل من و n ∈N∗ ɠل اجل من انه ب؈ن (2

(1+x)n ≥ 1+nx

محققة؟ المساواة تɢون x لـ قيمة اي اجل من ■

f (x) = 2x2 +5x +10

2x +4
بالعبارة: R−{−2} ʄعڴ معرفة دالة f 67

متجاɲس متعامدو معلم ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C ) ليكن و .
(O;

−→
i ;

−→
j )

. −2 و +∞ ، −∞ عند f الدالة ٰڈاية احسب (1

كتابة: يمكن x 6= −2 ɠل اجل من انه ب؈ن (2
حقيقية اعداد ثلاثة c ، b ، a حيث f (x) = ax +b + c

2x +4
Ȗعيئڈا. يطلب

مائلا(∆) مقارȋا مستقيما يقبل (C ) المنحۚܣ ان استɴتج ■
معادلةله. Ȗعي؈ن يطلب

(∆) ʄاڲ بالɴسبة (C ) ادرسوضعية ■

Ȗغ؈فاٮڈا. جدول شɢل ثم f الدالة ادرسȖغ؈فات (3

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد27رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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(C ) للمنحۚܣ تناظر مركز ʏۂ Ω

(
−2;−3

2

)
النقطة ان ب؈ن (4

المقارȋة. المستقيمات و (C ) ارسم (5

. f للدالة منحۚܢ هو (C f ) المقابل الشɢل ʏࢭ 68

0 1 2 3−1−2−3−4
0

−1

−2

−3

1

2

(C f )

.(C f ) المنحۚܢ من انطلاقا التالية الدوال من كلا منحۚܢ ارسم
، g3(x) =− f (−x) ، g2(x) =− f (x) ، g1(x) = f (−x)

، g6(x) = | f (x)| و g5(x) = f (|x|) ، g4(x) = f (x − 1) + 1

البياɲي التمثيل هو ادناه (C ) المنحۚܢ 69 g7(x) = | f (|x|)|

ʄعڴ معرفة ، (O;
−→
i ;

−→
j ) متجاɲس و متعامد معلم ʏࢭ f للدالة

R

0 1 2 3−1−2−3−4
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

b b b

C

β γ α

: التالية الاسئلة ʄاجبعڴ بيانيا بقراءة

. f ′(−2) و f ′(−1) ، f (β) ، f (0) ، f (−2) من ɠل اوجد (1

f ′(x) و f (x) اشارة ، x قيم ع؈نحسب (2

lim
x→−∞ f (x) ، lim

x→+∞ f (x) : التالية الٔڈايات اوجد (3

lim
x

<→1

f (x)+1

x −1
و lim

x
>→1

f (x)+1

x −1
قيمة اوجد (4

النȘيجة فسر ؟ 1 عند للاشتقاق قابلة f الدالة هل (5
هندسيا؟

x0 = 1 عند (C ) للمنحۚܢ المماس؈ن نصفي معادلۘܣ اكتب (6

f الدالة Ȗغ؈فات جدول شɢل (7

عند f للدالة الممثل للمنحۚܢ (∆) المماس معادلة اكتب (8
−2 الفاصلة ذات النقطة

f (x) f ′(x) < 0 : الم؅فاݦݰة بيانيا حل (9

f (x) = |x −3|+ 2

x −1
: ʏكمايڴ R− {1} ʄعڴ معرفة دالة f 70

و متعامد معلم ʄاڲ المɴسوب المستوي ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C ) و
(O;

−→
i ;

−→
j ) متجاɲس

المطلقة. القيمة رمز دون f (x) اكتب (1

ذلك مفسرا 3 العدد عند f الدالة اشتقاق قابلية ادرس (2
بيانيا.

مجموعة مجالات حدود عند f الدالة ٰڈايات احسب (3
التعرʈف.

Ȗغ؈فاٮڈا. جدول شɢل ثم f الدالة Ȗغ؈ف ادرساتجاه (4

مقارȋ؈ن (∆
′
) : y =−x+3 و (∆) : y = x−3 المستقيم؈ن ان ب؈ن (5

ال؅فتʋب. ʄعڴ −∞ و +∞ عند (C ) للمنحۚܢ

، (∆) ، (C ) ارسم . (∆
′
) و (∆) ʄاڲ بالɴسبة (C ) وضعية حدد (6

نفسالمعلم. ʏࢭ (∆
′
)

: بـ D f اݝݨموعة ʄعڴ المعرفة الدالة ʏۂ f 71
C و D f = ]−∞;−4]∪ [0;+∞[ مع f (x) = x +1+

p
x2 +4x

(O;
−→
i ;

−→
j ) متجاɲس و متعامد معلم ʏࢭ البياɲي تمثيلها

(+∞) و (−∞) عند f للدالة الٔڈايت؈ن احسب (1

،هومستقيممقارب y = 2x+3ب؈نانالمستقيمذيالمعادلة (2
.(+∞) بجوار C للمنحۚܣ

؟ −4 عند ؟ 0 عند الاشتقاق تقبل f الدالة هل (3

x ∈ D f − {−4;0} اجل من f ′(x) احسب (4

. f للدالة التغ؈فات جدول اɲآۜܡ (5

.C المنحۚܢ ثم المقارȋة المستقيمات أرسم (6

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد28رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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III القسم

بɢالورʈاتجزائرʈة مواضيع
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تجرȎʈية علوم شعبة | 9

If you fail, never give up because F.A.I.L

means”First Attempt In Learning”. End is not the

end. In fact, E.N.D means ”Effort Never Dies”. If

you get No as an answer, remember No means

”Next Opportunity

نقطة) 5 .07) الثاɲي الموضوع - 2014 - تجرȎʈية علوم  |  72

:ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة العددية الدالة g لتكن (I

g (x) = 2x3 −4x2 +7x −4

. lim
x→+∞g (x) و lim

x→−∞g (x) احسب ا) (1
جدول شɢل ثم R ʄعڴ g الدالة Ȗغ؈ف اتجاه ادرس ب)

Ȗغ؈فاٮڈا.
حيث α وحيدا حلا تقبل g (x) = 0 المعادلة ان ب؈ن ا) (2

.0.7 <α< 0.8

.g (x) اشارة x اݍݰقيقي العدد قيم حسب استɴتج ب)

:ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة f العددية الدالة ɲعت؄ف (II

f (x) = x3 −2x +1

2x2 −2x +1

معلمتعامد ʄسوباڲɴالمستويالم ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C f ) و .
.(O;

#»
i ,

#»
j ) متجاɲس و

. lim
x→+∞ f (x) و lim

x→−∞ f (x) احسب (1
: Rمن x ɠل اجل من انه ب؈ن ا) (2

f (x) = 1

2
(x +1)+ 1−3x

2(2x2 −2x +1)

مائلا(∆) مقارȋا مستقيما يقبل (C f ) المنحۚܢ ان استɴتج ب)
له. معادلة Ȗعي؈ن يطلب

.(∆) و (C f ) للمنحۚܢ الɴسۗܣ ادرسالوضع ج)

f ′(x) = x.g (x)

(2x2 −2x +1)2 : R من x ɠل اجل من انه ب؈ن ا) (3
. f الدالة مشتقة f ′ حيث

جدول شɢل ثم x قيم حسب f ′(x) اشارة استɴتج ب)
( f (α) ≈−0.1 نأخذ ) . f الدالة Ȗغ؈فات

. f (x) = 0 المعادلة R ʏࢭ حل ثم f (1) احسب (4

.(C f ) المنحۚܢ و (∆) المستقيم اɲآۜܡ (5

:ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة العددية الدالة h لتكن (6

h(x) = x3 −4x2 +2x −1

2x2 −2x +1

السابق. المعلم ʏࢭ البياɲي تمثيلها (Ch) و

.h(x) = f (x)−2 : Rمن x ɠل اجل من انه تحقق ا)

Ȋسيط نقطي بتحوʈل (C f ) صورة هو (Ch) ان استɴتج ب)
. (Ch) اɲآۜܡ ثم Ȗعيʋنه، يطلب

نقطة) 5 .07) الثاɲي الموضوع - 2009 - تجرȎʈية علوم  |  73

: بـ I = ]−∞;−1[∪ ]−1;0[ اݝݨال  ʄعڴ معرفة دالة f

البياɲيࢭʏمستومɴسوب تمثيلها  (C f ) و   f (x) =−x+ 4

x +1
الشɢل.  ʏࢭ مب؈ن هو كما (O, i⃗ ; j⃗ ) متجاɲس  و متعامد معلم ʄاڲ

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد30رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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0 1 2−1−2−3−4−5−6−7
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

5

t

I لـ  المفتوحة اݍݰدود عند f ٰڈايات احسب ا) (I

شɢلجدول f اتجاه Ȗغ؈فات بيانيةودوندراسة بقراءة   ب)
Ȗغ؈فاٮڈا. 

g (x) = x + 4

x +1
: بـ [0;+∞[ اݝݨال ʄعڴ معرفة دالة g (II

متعامد معلم ʄاڲ مɴسوب مستوي ʏࢭ البياɲي تمثيلها (Cg ) و
متجاɲس.  و

+∞ عند g ٰڈاية احسب (1

+∞ عند (∆) مائلا مقارȋا مستقيما يقبل (Cg ) ان تحقق (2
له. معادلة Ȗعي؈ن يطلب

g ادرسȖغ؈فات (3

k(x) = |x|+ 4

x +1
: ʏيڴ كما R− {−1} ʄعڴ معرفة دالة k (III

ماذا lim
h

<→0

k(h)−k(0)

h
، lim

h
>→0

k(h)−k(0)

h
احسب ا) (1

Ȗستɴتج؟
النȘيجة. لهذه هندسيا اعطتفس؈فا ب)

الۘܣ النقطة عند (∆2) و نصفالمماس؈ن(1∆) اكتبمعادلۘܣ (2
x0 = 0 فاصلْڈا

(Ck ) و (∆2) و (∆1) ارسم (3

نقاط) 07) الثاɲي الموضوع - 2008 - تجرȎʈية علوم  |  74
g العددية للدالة البياɲي التمثيل هو المقابل (C ) المنحۚܢ
g (x) = x3+3x2+3x−1 : يأȖي كما اݝݨال]∞+;1−[ ʄالمعرفةعڴ

0 1−1−2
0

−1

−2

−3

1

2

3

4 (C )

g (0) وحدد g الدالة Ȗغ؈فات جدول شɢل بيانية بقراءة ا) (1
.g

(
1

2

)
اشارة و

يحقق
]

0;
1

2

[
اݝݨال من α حقيقي عدد وجود علل ب)

.g (α) = 0

]−1;+∞[ اݝݨال. ʄعڴ g (x) اشارة استɴتج ج)

]−1;+∞[ : يأȖي بما اݝݨال ʄعڴ المعرفة العددية الدالة ʏۂ f (2

f (x) = x3 +3x2 +3x +2

(x +1)2

. (O;
#»
i ,

#»
j ) متعامد معلم ʏࢭ البياɲي تمثيلها (Γ) ليكن و

: ]−1;+∞[ اݝݨال من x حقيقي عدد ɠل اجل من انه تحقق ا)
. f للدالة المشتقة الدالة ʏۂ f ′ حيث f ′(x) = g (x)

(x +1)3

بيانيا. النȘيجة فسر و lim
x→α

f (x)− f (α)

x −α
دونحساب ع؈ن ب)

النȘيجت؈ن فسر . lim
x→+∞[ f (x)−(x+1)] و lim

x
>→−1

f (x) : احسب ج)
بيانيا.

. f Ȗغ؈فات جدول شɢل د)

α= 0.26 نأخذ: (3

10−2 ʄاڲ f (α) مدور ع؈ن ا)
(Γ) المنحۚܢ ارسم ب)

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد31رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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رʈاعۜܣ تقۚܣ شعبة | 10

Our greatest weakness lies in giving up. The most

certain way to succeed is always to try just one

more time.

Thomas A. Edison

نقاط) 06) الثاɲي الموضوع - 2010 - رʈاعۜܣ تقۚܣ  |  75
: ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة العددية الدالة f

f (x) = x

(
1+ 1p

x2 +1

)
المتعامد المعلم ʄاڲ المɴسوب المستوي ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C f ) و

(O;
#»
i ,

#»
j ) المتجاɲس و

فردية. دالة f الدالة ان اثȎت (1

: لدينا x حقيقي عدد ɠل اجل من انه اثȎت (2

f ′(x) = 1+ 1

(x2 +1)
p

x2 +1

f الدالة ادرسȖغ؈فات (3

ذات النقطة ʏࢭ (C f ) للمنحۚܢ (T ) للماس معادل اكتب (4
.0 الفاصلة

يقبل (C f ) ان استɴتج و (T ) ʄاڲ بالɴسبة (C f ) وضعية ادرس (5
Ȗعيئڈا. اɲعطافيطلب نقطة

(C f مقاربللمنحۚܢ( y = x+1 المعادلة ذو (d)المستقيم ب؈نان (6
الاخر. المقارب المستقيم (d ′) معادلة استɴتج ثم +∞ جوار ʏࢭ

السابق. المعلم ʏࢭ (C f ) و (d ′) و (d) ارسم (7

: ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة العددية الدالة g (8

g (x) = |x|
(
1+ 1p

x2 +1

)
زوجية g الدالة ان ب؈ن ا)

نفس ʏࢭ g الدالة منحۚܢ (Cg ) ارسم (C f ) من انطلاقا ب)
السابق. المعلم

نقاط) 07) الثاɲي الموضوع - 2017 - رʈاعۜܣ تقۚܣ  |  76

:ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة g العددية الدالة ɲعت؄ف (I

g (x) = x3 +6x +12

.g الدالة Ȗغ؈ف ادرساتجاه (1
α وحيدا حلا تقبل g (x) = 0 المعادلة ان ب؈ن (2
العدد قيم حسب استɴتج ثم ، ]−1.48;−1.47[ حيث

.g (x) اشارة x اݍݰقيقي

:ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة f العددية الدالة ɲعت؄ف (II

f (x) = x3 −6

x2 +2

معلم ʄاڲ المɴسوب المستوي ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C f ) ليكن و
(O;

#»
i ,

#»
j ) متجاɲس و متعامد

lim
x→+∞ f (x) و lim

x→−∞ f (x) احسب ا) (1
: x حقيقي عدد ɠل اجل من انه ب؈ن ب)

f ′(x) = x.g (x)

(x2 +2)2

Ȗغ؈فاٮڈا. جدول وشɢل f الدالة Ȗغ؈ف ادرساتجاه ثم
مائل مقارب y = x المعادلة: ذا (∆) المستقيم ان ب؈ن ا) (2

(C f ) للمنحۚܢ
(∆) المستقيم بالɴسبة (C f ) المنحۚܢ ادرسوضعية ب)

f (α) للعدد حصرا استɴتج ثم ، f (α) = 3

2
α ان: ب؈ن ج)

.(C f ) المنحۚܢ و (∆) المستقيم ارسم د)

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد32رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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رʈاضيات شعبة | 11

نقاط) 7) الثاɲي الموضوع جوان، دورة - 2009 - رʈاضيات 77
يأȖي: كما ]−1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة العددية الدالة f

f (x) = x − 2p
x +1

المتعامد المعلم ʄاڲ المɴسوب المستوي ʏࢭ f الدالة منحۚܢ (C f )

(O;
#»
i ,

#»
j ) والمتجاɲس

f الدالة ادرسȖغ؈فات (1

احدهما مقارȋ؈ن مستقيم؈ن يقبل (C f ) المنحۚܢ ان ب؈ن ا) (2
y = x : معادلته (D)

(D) و (C f ) للمنحۚܢ الɴسȎية ادرسالوضعية ب)

وحيدة نقطة ʏࢭ الفواصل محور يقطع (C f ) ان ب؈ن ا) (3
1.3 < x0 < 1.4 حيث x0 فاصلْڈا

تقاطعه نقطة ʏࢭ (C f ) للمنحۚܢ مماسا (∆) معادلة ع؈ن ب)
ال؅فاتʋب. محور مع

نفسالمعلم. ʏࢭ (C f ) و (∆) ارسم ج)

: بالعبارة ]−1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة العددية الدالة g (4
.g (x) = | f (x)|

السابق. المعلم ʏࢭ g الدالة منحۚܢ (Cg )

ارسمه ثم ، (C f من( انطلاقا (Cg ) اɲشاء ب؈نكيفيمكن ا)
السابق. نفسالمعلم ʏࢭ

و عدد m اݍݰقيقي الوسيط قيم حسب و بيانيا ناقش ب)
g (x) = m2 : x اݝݨهول ذات المعادلة حلول اشارة

( وسيطية دالة (دراسة |⋆⋆⋆ 78
ʄعڴ المعرفة fn الدالة ɲعت؄ف n ≥ 1 ʏطبيڥ مناجلɠلعدد

fn(x) = (x2 −2x)n : ʏكمايڴ R

+∞ عند و −∞ عند fn ٰڈايات احسب (1

( فردي n و ʏزوڊ n اݍݰالت؈ن م؈ق ) fn ادرسȖغ؈فات (2

و متعامد معلم ʏࢭ fn للدالة البياɲي التمثيل (Cn) ɲس׿ܣ (3
(O; i⃗ , j⃗ ) متجاɲس

تناظر محور x = 1 المعادلة ذو المستقيم ان تحقق ا)
نقطاحداثياٮڈا ارȌع من يمر (Cn) ان ثم (Cn) للمنحۚܢ

n ʏالطبيڥ العدد عن مستقلة
النقط هذه احداثيات احسب ب)

(C7) و (C2) نفسالمعلم ʏࢭ اɲآۜܡ (4

( وسيطية دالة (دراسة |⋆⋆⋆ 79
ʄعڴ المعرفة الدالة ʏۂ fλ . λ > 0 حيث حقيقي عدد λ

: ʏيڴ بما I = ]0;+∞[

fλ(x) = x + 2λ

x
+ λ2

x3

البياɲي تمثيلها (Cλ)

I اݝݨال حدود عند fλ الدالة ادرسٰڈايات ا) (1
(Cλ) للمنحۚܢ d مائل مقارب مستقيم يوجد انه برهن ب)

الɴسȎية ادرسوضعيْڈما ثم

جدول شɢل و I اݝݨال ʄعڴ fλ الدالة Ȗغ؈فات ادرس ا) (2
Ȗغ؈فاٮڈا

حقيقي عندعدد تبلغها حدية، قيمة تقبل fλ اثȎتان ب)
xλ بـ عليه ندل

xλ الفاصلة ذات (Cλ) النقطمن ʏۂ Pλ (3

ذي المستقيم ʏࢭ محتواة Pλ النقط مجموعة ان اثȎت ا)
y = 16

9
x المعادلة

I اݝݨال λ يمܦݳ عندما Pλ النفط مجموعة ʏۂ ما ب)

 : وليد الاستاذ مع وممتعة وليد33رʈاضياتسهلة مرن؈ق الأستاذ
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IV القسم

شاملة مسائل
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80

:ʏكمايڴ ]−1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة الدالة g (I

g (x) = 2x3 −3x2 −1

ثمشɢلجدولȖغ؈فاٮڈا ]−1;+∞[ ʄعڴ g ادرسȖغ؈فاتالدالة (1
حيث α وحيدا حلا تقبل g (x) = 0 المعادلة ان ب؈ن (2

1.6 <α< 1.7

g (x) اشارة x اݍݰقيقي العدد قيم حسب استɴتج (3

f (x) = 1−x

x3 +1
: بـ ]−1;+∞[ ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف (II

(O; i⃗ , j⃗ متجاɲس( و متعامد معلم ʏࢭ لها البياɲي المنحۚܢ (C f )

4cm الرسم وحدة

اعط و lim
x→+∞ f (x) احسب ثم lim

x
>→−1

f (x) = +∞ ان ب؈ن (1
للنȘيجت؈ن بيانيا تفس؈فا

: فان ]−1;+∞[ من x ɠل اجل من انه تحقق ا) (2

f ′(x) = g (x)

(x3 +1)2

Ȗغ؈فاٮڈا جدول شɢل ثم f الدالة Ȗغ؈ف اتجاه استɴتج ب)
ذات النقطة عند (C f ) المنحۚܢ مماس (∆) لـ معادلة ع؈ن (3

0 الفاصلة
، ]−1;1[ من x ɠل اجل من انه تحقق (4

f (x)− (−x +1) = x3(x −1)

x3 +1

. (∆) للماس بالɴسبة (C f ) للمنحۚܢ الɴسۗܣ الوضع ادررس (5
تلاحظ؟ ماذا

(C f ) لـ مائل مقارب y = x المعادلة ذا (∆) المستقيم ان ب؈ن (6
المنحۚܢ و (∆) المستقيم اɲآۜܡ (7

:ʏكمايڴ R− {3} ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 81

f (x) = x2 −8x +16

x −3

(O; i⃗ , j⃗ ) المتجاɲس و المتعامد المعلم ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C f )

lim
x→−∞ f (x) و lim

x→+∞ f (x) احسب ا) (1
هندسيا النȘيجة فسر و 3 عند f الدالة ٰڈاية احسب ب)

R−{3}ثمشɢلجدولȖغ؈فاٮڈا ʄعڴ f الدالة Ȗغ؈ف ادرساتجاه (2

ɠل اجل من بحيث b و a حقيق؈ن عددين اثȎتوجود ا) (3
f (x) = ax +b + 1

x −3
: فان R− {3} من x

∆ مائل مقارȋا مستقيما يقبل (C f ) المنحۚܢ ان ب؈ن ب)
له معادلة Ȗعي؈ن يطلب

المائل المقارب مع (C f ) للمنحۚܢ الɴسۗܣ الوضع ادرس ج)
(∆)

(C f ) للمنحۚܢ المقارȋ؈ن المستقيم؈ن تقاطع نقطة A ع؈ن (4

توجيه معامل مماس؈ن يقبل (C f ) المنحۚܢ ان اثȎت ا) (5
نقطۘܣ احداثيات Ȗعي؈ن يطلب ، −3 ʇساوي مٔڈما ɠل

C و B التماس
A ʄاڲ بالɴسبة متناظرتان C و B النقطت؈ن ان برهن ب)

المماس؈ن و (C f ) اɲآۜܡ (6

: ʏكمايڴ R− {3} ʄعڴ المعرفة g الدالة ɲعت؄ف ا) (7

g (x) = x2 −8x +16

|x −3|
f (x) بدلالة g (x) اكتب ب)

(C f ) ʄعڴ اعتمادا g للدالة الممثل (Cg ) المنحۚܢ ارسم ج)

: ʏكمايڴ R− {−1} ʄعڴ معرفة عددية دالة f 82

f (x) = 3x +2− 10

x +1

متجاɲس و متعامد معلم ʏࢭ لها البياɲي المنحۚܢ (C f )

(O; i⃗ , j⃗ )

lim
x→−∞ f (x) و lim

x→+∞ f (x) احسب ا) (1
النȘيجة وفسر lim

x
>→−1

f (x) و lim
x

<→−1

f (x) احسب ب)
هندسيا

جدول شɢل ثم R− {−1} ʄعڴ f الدالة Ȗغ؈ف اتجاه ادرس (2
Ȗغ؈فاٮڈا

(∆) مائل مقارȋا مستقيما يقبل (C f ) المنحۚܢ ان ب؈ن ا) (3
له معادلة Ȗعي؈ن يطلب

المائل المقارب مع (C f ) للمنحۚܢ الɴسۗܣ الوضع ادرس ب)
(∆)

: R− {−1} من x ɠل اجل من انه اثȎت (ا) (4

f (−1−x)+ f (−1+x) =−2

(C f ) للمنحۚܢ بالɴسبة Ȗستɴتج ماذا (ب)

(∆) و (C f ) اɲآۜܡ (5

واشارة عدد m اݍݰقيقي الوسيط قيم حسب بيانيا ناقش (6
3x2 + (5−m)x −8−m = 0 المعادلة حلول

f (x) = 3|x|+2− 10

|x|+1
: ʏكمايڴR ʄالمعرفةعڴ g الدالة ɲعت؄ف (7
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زوجية دالة g ان اثȎت ا) (8
(C f ) ʄعڴ اعتمادا g للدالة الممثل (Cg ) المنحۚܢ ارسم ب)

ارسمه ثم

f (x) = x(x +1)

x −2
. : بـ R− {2} ʄعڴ المعرفة الدالة f 83

ومتجاɲس متعامد معلم ʏࢭ f للدالة الممثل المنحۚܣ (C )

.(O;
−→
i ,

−→
j )

. f الدالة ادرسȖغ؈فات (1

مقارب هو ، y = x+3 المعادلة ذي (d)المستقيم ان برر ا) (2
بالɴسبة (C ) لـ الɴسȎية الوضعية ادرس .(C ) للمنحۚܣ

. المائل. المقارب لمستقيمه
(C ) ثم (d) ارسم ب)

عدد ،mالوسيطاݍݰقيقي ع؈نحسبقيم ، (C باستعمال( (3
x2 + (1−m)x +2m = 0 المعادلة: حلول اشارة و

g (x) =
∣∣∣∣ x(x +1)

x −2

∣∣∣∣ : بـ R− {2} ʄعڴ المعرفة الدالة g لتكن (4

. x قيم حسب f (x) بدلالة g (x) اكتب ■

. (C ) ʄعڴ اعتمادا g الدالة منحۚܢ (γ) ارسم ■

h(x) = |x|(|x|+1)

|x|−2
: بـ R− {−2;2} ʄعڴ المعرفة الدالة h لتكن (5

زوجية. دالة h ان ب؈ن ■

. (C ) ʄعڴ اعتمادا h الدالة منحۚܢ (Γ) ارسم ■

: بـ [−1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة g الدالة ɲعت؄ف 84
معلم. ʏࢭ البياɲي تمثيلها (Cg ) ليكن و g (x) = 2x3 −3x2 −1

−1 1 2 3

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

. g (x) اشارة حول تخمينا ضع ثم (Cg ) لاحظ (1 (I

Ȗغ؈فاٮڈا. جدول شɢل ثم g الدالة ادرسȖغ؈فات (2
محصورا α وحيدا حلا تقبل g (x) = 0 المعادلة ان ب؈ن (3

. 1,7 و 1,6 ب؈ن
]−1;+∞[ ʄعڴ g (x) اشارة x قيم حسب استɴتج، (4

: بـ ]−1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف (II

f (x) = 1−x

x3 +1

متجاɲس و متعامد معلم ʏࢭ البياɲي تمثيلها (C f ) وليكن
(4cm (الوحدة: . (O;

−→
i ;

−→
j )

اعطتفس؈فا lim
x→+∞ f (x) احسب ثم lim

x
>→−1

f (x) ان∞+= ب؈ن (1
للنȘيجت؈ن. بيانيا

f ′(x) = g (x)

(x3 +1)2 : ]−1;+∞[ من x ɠل اجل من انه ب؈ن (2

Ȗغ؈فاٮڈا. جدول شɢل ثم f الدالة Ȗغ؈ف اتجاه استɴتج (3

ذات النقطة عند (C f ) المنحۚܣ مماس (∆) معادلةلـ ع؈ن (4
الفاصلة0.

f (x) − (−x + 1) = : ]−1;1[ من x ɠل اجل من انه تحقق (5
x3(x −1)

x3 +1

المنحۚܣ وضعية استɴتج f (x) − (−x + 1) اشارة دراسة Ȋعد (6
Ȗستɴتج؟ ماذا . (∆) للماس بالɴسبة (C f )

α≈ 1.64 نأخذ -

. 10−2 ʄاڲ f (α) مدور ع؈ن (1

. (∆) و (C f ) ارسم (2

:ʏبمايڴ [0;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة الدالة g لتكن 85

g (x) = f (x)−x f (x)+1

تحقق الۘܣ و [0;+∞[ اݝݨال ʄعڴ تماما الموجبة الدالة ʏۂ f

. lim
x→+∞ f (x) =+∞ و f (0) = 1 ، f (x) = f ′(x)

+∞ عند g الدالة ٰڈاية ع؈ن (1

g الدالة Ȗغ؈فات جدول شɢل ثم g الدالة Ȗغ؈ف ادرساتجاه (2

اݝݨال ʏࢭ α وحيدا حلا تقبل g (x) = 0 المعادلة ان اثȎت (3
[0;+∞[

g (x) اشارة x قيم حسب استɴتج (4

f (α) = 1

α−1
. المساواة: اثȎت (5
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86

R ʄعڴ المعرفة g للدالة البياɲي التمثيل هو ʏالمواڲ المنحۚܢ (I
g (x) = x3 −3x2 −2 : ʏكمايڴ

0 1 2 3−1−2
0

−1

−2

−3

−4

−5

−6

−7

1

f

g

b

بيانية: بقراءة

g ′(x) ≥ 0 الم؅فاݦݰة حل (1
g ′′(1) و g ′(1) احسب (2

g الدالة Ȗغ؈فات جدول شɢل (3
اݝݨال ʏࢭ α وحيدا حلا تقبل g (x) = 0 المعادلة ان ب؈ن (4

R ʄعڴ g (x) اشارة استɴتج ثم ]3.1,3.2[

(C f ) ، f (x) = x3 +1

(x −1)2 : بـ R− {1} ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف (II
(O; i⃗ , j⃗ ) متجاɲس و متعامد معلم ʏࢭ لها البياɲي المنحۚܢ

هندسيا فسرالنȘيجة ثم ، lim
x→+∞ و lim

x→−∞ f (x) احسب (1

f ′(x) = (x −1)g (x)

(x −1)4 :R−{1}من x اثȎتانهمناجلɠل (2
Ȗغ؈فاٮڈا جدول شɢل ثم ، الدالة Ȗغ؈ف اتجاه استɴتج (3

مقارب y = x +2 المعادلة ذا (∆) المستقيم ان ب؈ن ا) (4
−∞ و +∞ عند (C f ) للمنحۚܢ مائل
(∆) ʄاڲ بالɴسبة (C f ) ادرسوضعية ب)

، (∆) يوازي (C f ) للمنحۚܢ (T ) مماس يوجد انه برهن (5
له معادلة اعطاء يطلب

محوري مع (C f ) تقاطع نقطۘܣ احداثيات جد (6
ال؅فاتʋب و الفواصل

(C f ) و (T ) ، (∆) اɲآۜܡ (7

و عدد m اݍݰقيقي الوسيط قيم حسب بياɲي ناقش (8
f (x) = x +m : المعادلة حلول اشارة

يرمز f (x) = x2 −2x −15

x2 −2x −3
: بـ : المعرفة f الدالة ɲعت؄ف 87

المعلم ʄاڲ المɴسوب المستوي ʏࢭ f للدالة الممثل المنحۚܢ ʄاڲ (C )

(O; i⃗ , j⃗ ) المتجاɲس و المتعامد
المستقيم؈ن من لɢل معادلة استɴتج . f الدالة ادرسȖغ؈فات (1

(C ) للمنحۚܢ المقارȋ؈ن

الفاصلة ذات نقطته عند (C ) المنحۚܢ لمماس معادلة اكتب (2
5

تناظر محور هو x = 1 المعادلة ذي المستقيم ان اثȎت (3
(C ) المنحۚܢ ارسم .(C ) للمنحۚܢ

m حيث fm(x) = x2 −mx −15

x2 −mx −3
: بـ المعرفة fm الدالة ɲعت؄ف (4

وسيطحقيقي.

المستقيم؈ن استɴتج و fm الدالة Ȗغ؈فات ادرس ا)
(Cm) لمنحناها المقارȋ؈ن

المنحنيات ɠل ʄاڲ تɴت׿ܣ وحيدة نقطة توجد انه ب؈ن ب)
(Cm)

الاحداثي؈ن ذات النقطة ʇشمل الذي المنحۚܢ ماهو ج)
؟ (4;1)

(C f ) و f (x) = |x +1|− 4

x −1
: بـ R− {1} ʄعڴ معرفة دالة f 88

(O; i⃗ , j⃗ ) ومتجاɲس متعامد معلم ʏࢭ لها البياɲي المنحۚܢ
Ȗعرʈفها اطرافمجموعة عند f الدالة ٰڈايات احسب (1

المطلقة القيمة رمز دون f (x) اكتب (2

التغ؈فات جدول شɢل ثم ادرساشارٮڈا، و f ′(x) احسب (3

+∞ بجوار (∆) مقارȋ؈ن مستقيمن يقبل (C f ) المنحۚܢ ان ب؈ن (4
−∞ بجوار (∆′) و

و ]1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ (∆) و (C f ) لـ الɴسȎية الوضعية ادرس (5
]−∞;1[ اݝݨال ʄعڴ (∆′)

lim
h

<→0

f (−1+h)− f (−1)

h
و lim

h
>→0

f (−1+h)− f (−1)

h
احسب (ا)

Ȗستɴتج؟ ماذا
النȘيجة لهذه هندسيا اعطتفس؈فا (ب)

النقطة عند (T2)و (T1)اكتبمعادلۘܣنصفيالمماس؈ن (ج)
x0 =−1 فاصلْڈا الۘܣ

المماس؈ن ونصفي (∆′) و (∆) ، (C f ) اɲآۜܡ (6

اشارة و mعدد الوسيطاݍݰقيقي حسبقيم ناقشبيانيا، (7
f (x) = m +1 : المعادلة حلول
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